НОВОЕ ИЗЛОЖЕНЕ 


ОСНОВНЫХ ПРИНЦИПОВЪ 


ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИЕИ 


51. 11. ржет 


Оудинарнаго профессора Бкатеринославскаго Высшаго 
Горнаго Училища. 


ЕКАТЕРИНОСЛАВЪ. 
Тилографя А. 1. Цеткина и М. А, Синайскаго. 
1905. 


Разръшено цензурою. Вкатеринославъ, 13 сентября 1905 г. 


ДИНАМИКА. 


ТЛАВА 1. 


Принципы сохраненя вещества и энергм. 


$ 1. Нопичество вещества. Динамика есть наука о движеши вещест- 
ва. Въ то время какъ кинематика разсматриваетъ воображаемыя движеня 
воображаемых геометрическихл» объектовъ, задача динамики состоитъ 
въ изученм движенй вещественных», матеральныхь тфлъ. Посему, кромь 
элементарныхь понятй пространства и времени, введенных въ кинема- 
тик®, динамика вводить новое поняте--вещества или матери, которое 
также является основнымь и первоначальнымь и которое не поддается 
дальнЪйшему раздленю и объясненю. При помощи трехъ указанныхъ 
основныхъ понят (пространства, времени и вещества) динамика, оснозы- 
ваясь на данныхъ опыта и наблюденя и вводя небольшое число гипотезъ 
или предиоложенй, даегь основные и обише законы всЪхъ явленй ма- 
теральнаго ма. Дальн®йшее и спешальное развие этихъ законовъ 
принадлежить физикв и хим, 

Каждое матеральное т5ло непремънно занимаетъ извЪстный объемл, 
пространства. Если нФкоторый объемъ пространства заполненъ вещест- 
вомъ сплошь, безъ перерывовъ, то такое вещество называется сплошным 
или ненрерывнымь. Мыслимо также такое расположеше вещества въ дан- 
НОМЪ объемЪ. когда между частями его, сплошъ заполненными вещест- 
вомъ, остаются вполнЪ свободные промежутки; такое расположене можно 
назвать несллошнымъ. Если сплошное вещество въ любой точк® даннаго 
объема рЬшительно ничфмъ не отличается отъ вещества зсфхъ другихъ 
точекъ этого объема, то такое вещество называется сплошны.мь одно- 
родным; въ противномъ случаЪ оно будетъ неоднороднымь. 
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Чтобы имЪть возможность измфрять и опредфлять количеелво ве- 
уиства, условимся въ слфдующемъ опредфленйи. 

Основное опредфлен!е | Ноличество вещества целого рав- 
но сумать ъоличествь вещества веьть его частей, 

Изъ этого опредфлешя слфлуетъ, что количество одного и того же 
силощного однороднаго вещества пропоршюнально его объему. Въ самомъ 
дЪлЪ, пусть имфемъ лва тфла изъ одного и того же сплошного однород- 
наго вещества. Разобьемь мысленно каждое изъ нихъ тремя системами 
параллельныхъ плоскостей на безконечно малые кубы одинаковой величи- 
ны какъ въ каждомъ тЪлЬ, такъ и въ обоихъ вмфстЪ. ВсЪ. эти кубы бу- 
дутъ содержать одинаковое количество вещества, за исключешемъ только 
тъхъ кубов, которыхь перес5каютъ поверхности обоихъ тфль; въ этихь 
послЪднихъ кубахъ только части ихъ объема будуть заполнены вещест- 
вомъ, количество котораго въ каждомъ изъ нихъ, согласно принятому оп- 
редъленио 1, будлетъ меньше, чъмть вт, сплошь наполненномъ кубЪ. При 
безграничномъ уменьшенм величины кубовь отношене числа тЪхъ кубовь 
въ каждомъ ТЬЛЪ, которые пересфкаются поверхностью его, къ числу 
всБхъ внутреннихъ кубовъ въ немъ, безгранично стремится къ нулю, а 
потому и ковичество вещества во ясфхъ поверхностныхъ кубахь каждаго 
тёла безгранично стремится къ нулю (принимая, что количество вещества 
въ каждомъ тЪлЪ выражается конечной величиной). Итакъ, при безконеч- 
номь уменьшены величины кубовъ отношенге количествъ вещества въ 060- 
ихъ тфлахл, безгранично стремится къ соотвфтственному отношению чи- 
селъ внутреннихъ кубовъ въ этихъ тЪлахъ и вЪ пред®иЪ дЪлается рав- 
нымъ соотябтственному отношению объемовъ обоихъ тфлъ. Называя че- 
резъ 4 объемъ даннаго сплошного однороднаго вещества, а черезъ р н%- 
который произвольный постоянный положительный множитель, для ко- 
личества т этого вещества имфемъ выражен: 


т — 4 (1) 


Если имфется другое сплошное однородное вещество, занимающее объемь 
‘и, То количество его м\, согласно предыдущему, будет 


2, = 


тд опять р, есть произвольный постоянный положительный множитель. Точ- 
но такимъ же образомъ выражается соотнашене между объемомъ и количест- 
вомъ какого угодно сплошного однороднаго вещества. Теперь возникастъ во- 
просъ, какимъ образомъ сравнивать количества различныхь спвошныхь 
однородныхъ веществъ? Вопросъ этоть приводится, очевидно, кь возмож- 


ности сравнешя множителей 5, 2, 0, п, ...., Которые назовемь жарак- 
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зпериетимескими кооффиенталии соотвётственныхъ веществъ. Для рЫше- 
ня поставленной задачи недостаточно одного только опредфленя 1, а необ- 
холимо введеше новых доиолнительныхт услов; 
дены въ дальнфйшемъ, что позволить отвЪтить на предложенный вопросъ, 
Если часть ‹\ объема т®ла занята однимъ сплошнымъ однородным 
веществомъ, другая, новая часть у, занята другимъ сплошнымт, однород- 
нымъ всществомъ и т. д. то, принимая предыдущйя обозначеня, для ко- 
личества вещества цфлаго тфла М, на основан опредфленя !, имфемь: 


и; условны эти и будуть вве- 


Ми, Рин... Ут 


= 


(2) 


Если Тфло состоитъ изъ неоднороднаго вещества, то вообще характе- 
ристическй козффишенть будегъ непрерывно измфняться при переходь от 
одной точки тЪла къ другой и, на основани новыхт, дополнительныхл, ус- 
ловй, которыя должны быть приняты для возможности измфрешя коли- 
чества вещества, этотъ коэффищевтъ долженъ выразиться функщей коор- 
динатъ точекъ тфла въ каждый разсматриваемый моментъ времени. Пре- 
небрегая безконечно малыми второго порядка, для количества вещества (т, 
ключающагося къ одпомъ изъ безконечно малыхъ элементовъ объема 
тфла у, найдемъ: 


=> ве 


Ят — 0 3) 


гл характеристическй коэффишенть р должен быть взять для одной 


изь точекл, внутри или на поверхности объема (у. Количество вещества 
всего тфла, согласно предыдущему, будетъ: 


[ет = Геи (4) 


тлф интегрироване должно быть распространено на весь объемь т$иа. По 
свойству разсматриваемаго интеграла, который по существу будетъ опред’ 
леннымъ и представить предёлъ суммы безконезно болыпого числа без- 
конечно малыхъ слагаемых, выражене (4) дастъ для количества вещества 
тЪла М математически точную величину. ме смотря на приближениость 
выраженя (3). ибо въ предЪлЪ вс ошибки, а также и сумма ихъ, обра- 
щаются въ нуль. 

Опредълене количества несглошного вещества производится также, 
макъ и сплошного, не распространяя только суммированя или интегриро- 
вая на части не занятыя веществомъ. дляя которыхъ будетъ р --0. 

$2. М8ра движеня. При характеристик® движенй матеральныхт, 
тЪлъ оказывается весьма полезнымь введене шъ общемъ видЪ особой фун- 
кцм, обладающей слЪдующими свойствами. - 


М 


6 


1) Когда перемфнное независимое х обращается въ нуль, то и вели- 
чина этой функц {(:) должна обратиться въ нуль: 


#0) =0 (5) 

2) При положительныхь и конечныхъ значеняхъ функц / (2) 
должна быть также положительна и конечна: 

< > {а} >09 (6) 


3) Безконечно большому положительному значеню х должна также 
соотвЪтствовать безконечно болышая положительния величина / {х 


{7} 


4} При непрерывномъ увеличени х отъ нуля до положительной 6ез- 
конечности функц / (2) должна также непрерывно увеличиваться (безъ 
разрывовъ непрерывности); математически это выразится тфмъ, что пер- 
вая производная {{х) должна быть положительна и конечна: 


®©>Г®>о (8) 


Очевидно, что при исполнени условй 1-го и 4-го услоще 2-ае будетъ 
также исполнено, 

5) При всфхъ попожительныхь значешяхъ 2 функным /(т) должна 
быть однозначна, т. е. кажхому положительному значению 2 должно со- 
озвфтствовать только одно значене функим / (2), которое, согласно ус- 
ловю 2-му, должно быть также положительно. 

6) Наобороть, каждому положительному значеню Х функци (2) 
должно соотвётствовать только одно положительное значеше х; слло- 
вательно, уравнене 


18 =х 
должно имфть, при Х_> 0, только одинъ положительный корень д, > 0 
(что не исключаетъ возможности существовашя отрипательныхь и мни- 
мыхъ корней). 

Функщы {(2), удовлетворяющая всмъ этимъ требованямъ, можетъ 
быть названа сопровождающей функней отъ г. Эта функщя имфетъ 
безчисленное множество видовъ; таковы, напримръ: 


#(2) гы у р = че — 1) 


ТАЪ г есть основанме натуральныхъ логаривмовъ, а и, и, 2— положитель- 
ные параметры, 


Для характеристики движеня матеральныхъ тфлъ введемъ особое по- 
няте дывры движеня, для образовашя котораго условимся въ слбдующихь ‹ 
опредфлещяхъ, ` 

Основное опредблен:е И. Мьра движеня тила, движу- 
цегося поепиуиалтельно, равна произведено золичества вещества сго 
на сопровождаюцию функиио ото, сго скороети. 

Основиос опредфлен:е Ш. Мара двнокеня ппьла, илеъющаго 
проазвольное двизжеме, равна сумию мтръ бвиженя веть сго ча- 
стей. 

Если количество вещества тбла есть в, а скорость поступательнаго 


Движеня этого тбла есть *, то, на основаШи опредбленя И, для мЪры 
движеня этого тфла т имфемъ выражене: 
= [(#} (9) 


Если т$ло имфетъ произвольное движене, то разобъемъ его мысленно на 
безконечно малые элементы, количества вещества которыхъ безконечно 
малы; кром® того, двлене сдфлаемт, такъ, чтобы скорости всЪхъ точекъ 
одного и того же элемента въ данный моментъ времени безконечно мало 
разнились другь отъ друга какъ по величин, такъ и по направленпо. 
Если, при этихъ усломяхъ, количество вешества одного изъ элементов 
будеть 4и = 21, а скорость любой изъ его точекъ будетъ г, то, пре- 
небрегая безконечно малыми второго порядка, для мфры движеня этого 
элемента ‹{: имъемъ выражен: 


ик р) нь Е) 1 {10) 


Мура движеня вссго тзла Г, на основан опредфленя Ш, будетъ: 


«= Деко вы = Дь оч 1) 


тд интегрирован должно быть распространено на все вещество или на 
ъесь объемъ тбла. Полученное выражене, по свойству предъла суммы 
безконечно малыхъ. математически точно, не смотря на приближенность 
выраженя для «+. Во всЪхъ приведенныхъ выраженяхъ скорость является 
всегда положительной величиной, такъ что и сопровождающая функшя 
отъ нея также положительна. Если в<® точки тфла движутся хотя и не 
поступательно, но съ равными скоростями г, то мфра движены его будетъ: 


МЕ (*) (12) 


Т=/@ / "ат 


Если вещество нфкотораго т®ла однородно, то мфра движеня его будетъ 


Также: 
= м (3) 


Видъ сопровождающей функщи, входящей въ пыражене мфры движе- 
ня, нисколько не ограничивается опредфлемемт, 1; видъ этой функщи 
можетъ быть избранъ произвольно или же, если подчинить мФру движенЯ 
нЪкоторымь новымъ услошямъ, онъ можетъ опредфлится на основанм 
этихъ новыхъ дополнительныхъ заданй и условй. 

$ 3. бреврошейя вощества и движев]я. Опыть и наблюдене пока- 
зываютъ, что исчезновеще или уменьшене количества одного или н%- 
сколькихъ веществъ всегда и неизмЪняо сопровождается появлеНемъ или 
увеличенемъ количества другого или н®сколькихъ другихъ веществъ и на- 
оборотъ: появлене или увеличейе количества одного или нфсколькихъ ве- 
ществъ всегда сопровождается исчезновенемъ или уменышенемъ количества 
другого или н®сколькихъ другихъ веществъ. Такъ напримфръ, когда та- 
етъ и исчезаетъ ледъ, то появляется вода; когда горитъ углеродъ, то 
исчезаютъ или уменьшаются количества кислорода и углерода, а появля- 
ются углекислота или углекислота съ окисью углерода и т. д. Однимъ сло- 
номъ, указанному закону подчиняются всф физичесмя и химическя яв” 


леня. 

Законъ, вполн$ аналогичный указанному закону преврашены вещества, 
наблюдается также относительно такихъ на первый изглядь разнородныхъ 
бьятелей матеми какъ беножене вещества. теплота, свЪтЪ, злектри- 
чество. магнитизмъ и химическое сродство; а именно; при исчезновени 
или уменьшени одного или н®сколькихъ изъ этихъ дфятелей, считая въ 
числ ихъ и движеше вещества, появляется или увеличивается другой или 
н®сколько другихъ д®ятелей и наоборотъ, при появлени или увеличени 
одного или нЪсколькихъ дфятелей исчезаеть или уменьшается другой или 
н5сколько другихъ д\ятелей. 

Но возможно указать на цфлый рядъ такихъ явленй, которыя, по- 
видимому, противорфчатъь этому закону дЪятелей. Это будуть веб тЪ 
явленя, въ которыхъ в\янНе одного тфла на другое сказывается, какъ го- 
ворятъ, на разетоянйе. Когда въ пустомъ мфовомъ пространств® два 
тфла сближаются между собою, то скорости ихъ увеличиваются и мёра 
движены возрастаетъ, а это можетъ не сопровождаться никакими новыми 
явленями въ тЪлахъ. Такя же явленя замфчаются на земной поверхности, 
какъ то: падеве тЪъяъ на земную поверхность, притяжеще магпитомъ же- 
лЪза и др. На землЪ явленя эти усложняются присутстиемъ воздуха; но 
опытъ показываетъ, что въ случаВ паденя тЪлЪ удалене воздуха не вл; 
яетъ на сущность явлены, а вЪ случаЪ магнитныхь притяжешй влыне 


воздуха на сушность явлены ничтожно. Во всфхъ указанныхъ случаяхъ мо- 
жетъ происходить такое увеличене мфры движеня, которое не сопровожда- 
<тся, повидимому, никакимъ уменыненемь другихъ дфятелей. Но прежде 
чЬмъ подвергать сомнЪнйо истинность закона дЪятелей, необходимо обра- 
лить внимане на два обстоятельства. 

1) Могуть ли тфла притягивать другъ друга черезъ пространство, 
абсолютно лишенное какого либо вещества—черезъ абсолютную пустоту? 

2) Возможна ли передача между небесными тЪлами черезъ абсолют- 
ную пустоту различныхъ дфятелей (теплоты, свЪта и др.)? 

Опытъ и наблюдене показываютъ, что одно тФло тмъ легче атяетъ 
на другое, чфмъ болыше связей между ними; по мфрЪ уменышещя числа, 
величины и силы связей вляне дФлается все меньше и меньше, и можно предпс- 
гать, что по устраненми всЪхъ связей вляне разсматриваемыхъ тЪлЪ другь 
на друга прекратится вовсе. Итакъ, опытъ и наблюдене наводятъ на 
мысль, что черезъ обсолютную пустоту никакое взаимодЪЙствье невозмож- 
но. Поэтому, для объясненя вышеуказанныхъ притяжевй и передачъ, не- 
обходимо сдЪлать предположене, что, помимо доступнаго нашимъ чувствам 
вещества, между тЪлами сушествуетъ еще вещество, присутстйе котораго 
не можетъ быть непосредственно открыто нашими чувствами, и черезь 
посредство котораго происходить притяжене и передаются вышеуказанные 
дЪятели между небесными тфлами. Такое вещество называется скрытым 
или эфиромъ. 

Теперь легко устранить противорфче закону превращеня дФятелей, 
им ютцее мЪсто относительно указаннаго ряда явленый: стоить только 
предиоложитг, что увеличене обыкновенных двятелей, какъ наприм®рт», 
движены, сопровождается уменылемемъ нФкотораго далтеля скрыта2о 
вещества, а уменьшеше обыкновенныхь д\ятелей сопровождается упвели- 
ченемь этого дЪятеля; тогда легко объяснить передачу теплоты, свЪФта и 
другихъ дфятелей между небесными т6лами: одно небесное ТВ теряетъ 
часть этихъ дФятелей, а дЪятель скрытаго вещества увеличивается, посл® 
чего наступаетъ увеличеше соотв®тствениыхь дФятелей въ другомъ тлф, 
сопровождакищееся уменьшенемъ дятеля скрытаго вещества и т. д. Итакъ, 
относя къ числу дЪятелей и дЪятеля скрытаго вещества, получаемт, выше- 
приведенный законъ дЪятелей въ неприкосновенномъ вид. При этомъ еще 
возникаеть вопросъ, можеть ли обыкновенное вещество переходить въ 


скрытое и обратно? Вопросл, этот» весьма важенъ дия физики и химм, 
южности и раз- 


такъ какъ, очевидно, тёсно связанъ съ вопросомъ 0 © 
ложкимости химическихь элементовъ, а также съ вопросомъ о презраще- 
щяхъ вещества и дбятелей въ ращактивныхь явленыхъ, и вообще съ во- 
просомъ о единствЪ вещества. Но для динамики вопрось этотъ не имъ- 
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еть особаго значены, и въ дальнЪйшем» останавливаться ма пемъ н®ть 
надобности. 

Приведенный законъ дзятелей ясно показывает, что всф явленя въ 
матеральномъ мфЪ происходятъ такъ, какъ будто-бы одного двятеля спо- 
собенъ замфнять другой. Но подобное свойство дфятелей можно понять 
только при предположени, что сущность всФхъ дфятелей одна и та же. 
Изиъстна сущность только одного дфятеля—движеня. Посему, для возмож- 
ности объясненшя перехода дфятелей другъ въ друга, необходимо сдфлать 
предположене, что сущность и всфхъ остальныхъ дФятелей, какъ-то: теи- 
лоты, свЪта, электричества, магнитизма, химическаго сродства и дЪфятеля 
скрытаго вешества, представляетъ также движене. Однако, во всЪхъ яв- 
леняхъ теплоты, свфта, электричества, магнитизма, химическаго сродства, 
не говоря уже о дЪятелЪ скрытаго вещества, не замфчается никакихъ дви- 
женй. Но можно предположить, что движутся не ифлыя т®ла, участвуюця 
вт, указанныхъ явленяхъ, а чрезвычайно малыя части ихъ, причемъ дви- 
жеше этихъ частиць, хотя, быть можетъ, и весьма быстрое, ограничива- 
ется весьма небольшими объемами; по этимъ причинамъ эти движены и 
не могуть быть непосредственно наблюдаемы. 

Теперь можно сказать, что при сближени тфль, притягивающихся 
какъ бы на разстоящи, когда увеличивается мфра ихъ движеня, м5ра дви- 
жены скрытаго вещества должна уменьшаться и наоборотъ, когда мЪфра 
движеня указанныхь тфлъ уменьшается—м%ра движешя скрытаго вещества 
должна увеличиваться. Такя же измЪнены мЪрь движеня должны проис- 
ходить при передач% на разстоянм между ТВлами теплоты, свфта и дру- 
гихъ дфятелей; движене скрытаго вещества при этомъ можеть быть наз- 
вано беноженели, въ лучистыть лвлевяллл. Вообще участе скрытаго ве- 
шества представляется весьма вЪфроятнымъ во всЪхъ явленяхъ видимаго 
мра. 

Посл всБхь сдЪланныхь предноложенй и разъясненй законъ пре- 
вращеня дфятелей можеть быть выраженъ вь сл$дующей форм: умень- 
шене мФры одного или нёсколькихъ видовъ движены видимаго и скрытаго 
вещества всегда и неизм®нно сопровождается узеличенемъ м$фры другого 
или нёсколькихъ другихъ видовъ движеня этихъ звеществь и наоборотъ, 
унеличеще мфры одного или Н®сколькихъ видовъ движеня всегда и неиз- 
мЪнно сопровождается уменьшещемъ мфры другого или нЪеколькихъ дру- 
гихъ видовъ движеня. Этотъ законъ превращеня движенй вполн® анало- 
гиченъ закону превращеня вещества. 

Естественно возникаетъ теперь вопросъ громадной важности: какъ 
измняется общее количество вещества и общая мЪра движены при ихъ 
превращеняхъ? Прежде всего можно замбтить, что отвЪть на предложен- 
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ный вопросъ самымъ существеннымъ образомъ зависить отъ выбора си- 
стемы характеристическихь коэффищентовь различныхъ веществь и вида 
сопровождающей функцм, входящей въ выражене мЪры движеня. Самое 
простое и понятное описаше явленй будет, то, при которомъ ока- 
жется, что пря всфхъ превращеняхт, не измфняется ни общее . количество 
вещества, ни общая мфра движеня всЪхЪ участвующихъ въ превращеныхъ 
1флъ. Посему, пользуясь неопредфленностью характеристическихъ коэффи- 
щентовъ и сопровождающей функши, необходимо попытаться подобрать 
эти коэффищенты и функшю такъ, чтобы получить постоянство общаго 
количества вещества и общей мфры движеня для всфхъ тфлъ, участву- 
ющихъ въ превращеняхъ. Но, вн всякаго сомнфня, напередъ нельзя ска- 
зать, можеть ли такая попытка увфнчаться успЪхомъ. ДЪйствительно, изъ 
одного ряда превращен й можно опредфлить, на основаны предположеня 
© постоянствЪ общаго количества вещества и общей мфры движеня, ха- 
рактеристическе козффищенты и видъ сопровождающей функщи, а по- 
томъ, пользуясь этими коэффищентами и функщей для вычисленя общаго 
количества вещества и общей мфры движеня для другихъ рядовъ превра- 
щенй, можно получить, быть можетъ, полную измфнчивость этихъ вели- 
чинъ. Сяфновательно, для возможности полученя постоянства общаго ко- 
личества вещества и общей мфры движенйя, недостаточенъ одинъ подбор 
характеристическихь позэффишентолт, и вида сопровождающей функии. а 
необходимо, чтобы само вещество и его движене обладали нфкоторыми 
опредфленными свойствами, Въ дальнфИшемъ п будетъ сдЪлана гипотеза, 
чта вещество и ето движене такими свойствами въ дфйствительности и 
обладаютъ. Вс выводы, сдфланные на основани этой гипотезы, осегда и 
зполн% оправдывались на практикЪ, что прилаетъ этой гипотез® высокую 
степень вЪроятнссти, почти достовфрность, и во всякомЪ случаЪ, она мо- 
жетъ быть ирипята какъ основане схемы, совершенно правдиво описыва- 


ющей всф явленНя матертальнаго мгра. 

$ 4. Зановы сохранен вещества и энергш. ВсЁ выводы и пред- 
положены предыдущаго параграфа въ сущности отнасятся къ области фи- 
зики и химм, гдф они получаютъ подробное развиме и объяснене. Вмфсто 
вСЪхъ этихъ предположенй въ динамику вводится только одна нижесл- 
дующая гипотеза. 

Основная гипотеза |. Вещество И #20 движение обладаоють 
звакилие свойствами, ‘вно воздньтно посыскать накую систелиу харик- 
знеристимескить козбфииеныновь и такой видъ сопроводтощей фун- 
Кии, скпринчиемь которыгь окажется, что при каки угодно прев- 
ращеняжь не изиьняется ни общее количюетво вещества, ни общая 
эра бвижони вовть участвующихь въ превращевяль ть, 


Подобранные такимъ образомъ характеристическе коэффишенты можно 
назвать плозностялиь сооть®тственныхь веществъ, а подысканную при 
этомъ сопровождающую функшю можно назвать функ движения. Ко- 
личество вещества нъкотораго тфла, опредфленное при помощи величинъ 
плотностей, можно назвать его массой, а мфру движешя н®котораго тФла, 
опредёленную при помощи плотностей или массъ и функци движеня, можно 
назвать его анерфей или живой силой. Тогда изъ принятой гипотезы | 
слЯлуютъ два закона или принципа, имфюще громадное значене не толь- 
ко для динамики, но и для всфхъ естественныхъ наукъ; законы эти сл№- 
дующе. 

Основной законъ 1. При хакижь угодно превращеняжь об- 
щая масса вета участвуюиить тт.иъ остается постоянной. 


Основной законьъ 1, При макихь угодно превращещяхь об- 
ая энерёЁя ль оюивая ечла вевть участвующить тюль остается 
постоянной. 

Первый законъ называется принципомъ или закономъ сохраненя ве- 
щества, а второй—принципомъ или закономъ сохраненя энерчи. 


Изъ этихъ законовъ слФдуетъ, что если масса или энерия одной 
части вещества уменьшается на н®которую величину, то масса ипи энер- 
г4я другой части увеличивается соотвФтственно на ту же величину и на- 
оборотъ. 

Если ввести вт, разсмотрне всЪ тфла вселенной, то изъ основыхъ 
принциповъ слФдуетьъ, что масса и энергя всего ма все время остаются 
постоянными. 

Вообразимъ систему вещества, не приходящую абсолютно ни въ, ка- 
кое соприкосновеще и взаимодЪйстве съ веществомъ, къ этой системЪ не 
принадлежащимъ; такую систему можно назвать евободной изолирован- 
ной. Согласно этому опредфленю всякая система, ограниченная абсолют- 
ной пустотой, будетъ свободной изолированной, такъ какъ было указано. 
что черезъ абсолютную пустоту никакое взаимодьйстве невозможно. Мруъ 
какъ цфлое также будетъ свободной изолированной системой, ибо вс- 
щество, его составляющее, не можеть приходить въ соприкосновеше и 
взаимолфистве съ другимъ веществомъ, за отсутствемь такового. 

Изл, основныхь принциповъ слдуетъ, что масса и энермя или жи- 
вая сила всякой свободной изолированной системы не изм няются. 

Оставляя для плотиостей, массь, живых» силь и функши движеня 
соотвьфтетвенно тЪ же обозначеня, что и для характеристическихь ко- 
эффишщентовт, количестьь вещества, мфръ движешя и сопровождающей 
функщи эъ общемъ случаЪ,—законы сохранены вещества и знерци можно 


выразить аналитически слбдующимъ образомъ: 


м=/ вн в 1 "р аи == сонзь (14) 


=/* = =/ 19) Чт -= Гь р) 44 = вовя, (15} 


гд$ интегрировамя должны быть распространены въ соотвЪтственныхь 
<лучаяхъ или на всЪ тла, участвующя въ превращеняхь, или на все 
вещество свободной изолированной системы, или на все вещество шра. 

Изъ равенствъ (1%) и {15) слЪдуеть, нто плотность одного изъ ве- 
ществъ можно избрать соверщенно произвольно, ибо увеличен или умень- 
щене всъхъ плотностей въ одномъ и тойъ же отношени не нарушить 
смысла равенствЪ (14) и (15). 

Изъ всего сказанваго видно, что чрезвычайно важную задачу ди- 
намики составляетъ опредфлене вида функщи движеня и изыскаше спо- 
собовъ измфреншя массъ. 

Теперь можно ‹казать, что законы сохранешя вещества и энерпи 
иредставляють одну изъ возможныхь совокупностей тЪхЪ дополнитель- 
ныхъ условй, которыя необходимы для приданя полной опредфленности 
понятимЪ количества вещества и мфры движешя. 

Въ заключен замфтимъ, что терминъ «живая сила» употребляется 
преимущественно въ ТЬхъ случаяхь, когда движене можеть подлежатъ 
непосредственному наблюденйо; въ тъхЪ же случаяхъ, когда движене на- 
шими чувствами не воспринимается непосредственно какъ таковое, обы- 
кновенно употребляется терминъ «энеря»; такимтъ образомъ говорятъ объ, 
энерми телловой, свЪтовой, электрической, магнитной, энерци химическаго 
сродства, лучистой энерми и вообще энербм скрытыхь массъ; посл5дней 
можетъ быть также дано назваше скрытюй или потенвльной онерее. 


ГЛАВА И. 


‘Принцип инерщи, 


$ 5. Завовъ отвоснтельнаго движен!я. Приниилы сохранешя вещества 
и энерми даютъ только общую характеристику движешя матеральныхт 
ТВлЪ и ихъ однихъ недостаточно для детальнаго описаня движеншя. Для 
разрьшены этой задачи необходимо раньше изслФдовать условя простьй- 
шихъ движенй тблъ, представляющихъ свободныя изолированныя системы, 
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потомъ перейти къ болфе сложнымъ движенямъ и принять по внимане 
влыне другихъ т%лу на движеше даниаго тфла (активныя влыня черезъ 
непосредственное соприкосновее или черезть посредство скрытыхъ массъ 
и пассивныя сопротивленя). Однако, наблюдать свободную изолированную 
систему и ея движене невозможно, такъ какъ нельзя устранить окружа- 
ющя тБла. Но оказывается, чта чФмъ въ большей степени удается устра- 
нить вмяне этихъ тфлъ, тЪмъ, боле общее движене наблюдаемаго тЪла 
пачинаеть подходить къ прямолинейному и равнолиьрному. Если нЪ®ко- 
торое тфло, при искусственномъ устранеши сопротивленй, имфетъ общее 
движене, близкое къ прямолинейному и равпомфрному, паходясь, напри- 
МЪръ, внутри вагона или парохода, движущагося указаннымь образомъ, 
то не замЪчается особыхь стремлёнй тЪла измвнить это движеше, за ис- 
ключенемъ стремлешя упасть внизъ, но такое стремлене имфется въ тфлё 
и въ другихъ его состояняхъ и происходитъ отъ притягательнаго дЪйстия. 
земного шара (черезъ посредство скрытыхъ массъ). При этомъ возникаетъ 
еще весьма важный вопросъ, какъ вляеть указанное общее движене тЪла на 
честныя, опносительныя движеня его отдфльныхь частей и частицъ? 
Опытъ и наблюдене показываютъ, что чёмъ ближе общее движене тфла 
или группы тфлъ подходитъ къ прямолинейному и равномфрному, тЪмъ 
менфе это общее лвижеше вмяетъ на относительныя движеня тфлЪ груп- 
пы или частей даннаго тфла. Въ этомъ отношени весьма поучительно 
сравнене явлешй, совершающихся внутри вагоновъ и парохоловъ при ихъ 
установившимся движенм, близкомъ къ прямолинейному и равномФрному, 
и явленй при трогани съ мЪста, быстрой остановкЪ, движени по кривой 
малаго радуса, толчкахъ, ударахъ и пр. Изъ вефхъ подобныхъ экспери- 
ментальныхъ данных, слфдуетъ довольно опредфленный отвЪТЪ на вопросъ 
обт, общемъ и относительномъ движении свободной изолированной систёмы. 
Но такь какъ подлежащЁ явленя всетаки нельзя наблюдать во всей ихъ 
чистотВ и, кромЪ того, всЪ движены на земной поверхности сами но себ% 
относительны, то полученный выводъ приходится высказать въ видв ги- 
потезы. 

Основная гипотеза 1. Вечкая свободная изолированная си- 
втеии сотраняеть свое постнуипельное прямолинейное и равнольр- 
ое двиоюени, причем относпапельныя двиокещя чистей сч пронсхо- 
дать заакъ, какъ будто бы общаго поступательнаго двимесная не было. 

Для получающагося при этомъ составного движеня, очевидно, также 
долженъ удовлетворяться законъ сохранены энергия. 

$ 6. Зановъ инерщи. Положимъ, что въ нфкоторый моментъ вое- 
мени какая-либо свободная изолированная система имъетт, только одно 
поступательное движеве. Тогда относительныя скорости всЪхъ ея точекь 
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вЪ этоть моменть будутъ равны нулю. Вслибъ система не имфла указан- 
наго поступательнага движеня, то ит, данный моментъ времени она была 
бы вЪ п0коЪ; но, по закону сохраненя энерми, она должна была бы 
остаться въ покоф вфчно, ибо если хотя бы одна частица ея пришла въ 
движеше, то произошло бы увеличене энерМи разсматриваемой свободной 
изолированной системы отъ нуля до нфкоторой положительной величины, 
чего быть не можеть. Отсюда слбдуегь, согласно гипнотез® Ц, что въ раз- 
сматриваемомъ случав всф точки системы и въ дальнфйшемъ не будутъ 
имжть относительныхь скоростей, и движеше системы будетъ только по- 
ступательное прямолинейное и равномфрное со скоростью вышеуказаннаго 
начальнаго момента. Итакъ, получаесмъ слфдующ весьма важный законъ 
простфйшаго движеня свободной изолированной системы, называемый за- 
кономъ или принципомъ инерции. 

Оснояной законъ И. Веякех свободная изолированная сис- 
тема, ильющая 05 некоторый моменить времени ттолько поступа- 
этельное движеще, сохраняепуь его какъ по воличииь, тавъ в по на- 
правление скорости. 

Очевидно, что принцитъ этотъ находится въ полномъ согласм съ 
закономъ сохранен энерии. 

Законъ о пребывани въ покоф свободной изолированной системы, 
всЪ части которой въ нЪ%который моментъ времени были лишены ско- 
ростей, слздуетъ какъ частный случай не только изъ закона сохраненя 
энергии, но также изъ приведеннаго закона инерщи. Свойство вещества 
сохранять состояще покоя или поступательнаго прямолинейнаго и равно- 
мЪрнаго движены называется его имерийй или внертностью. 

$ 7. Матеральная точна. Законъ иперщи получаетъ особенно про- 
стое выражене съ иведенемъ въ динамику понят я о матеральной точкЪ. 
Матеральной точкой пазываютъ конечную или безковечно малую массу, 
которую воображаютъ сосредоточенной въ одной геометрической точк%. 
Введеше такого искусственнаго нонятЯ вполнЪ оправдывается происте- 
кающими отсюда выгодами: 1} матеральная точка является представитель- 
ницей поступательнаго движеня какого угодно тЪла; 2} при описани дви- 
женя матеральной точки нётъ надобности принимать во внимаше вра- 
щательныхъ движенй; 3) матеральной точкой можно замЪнить тФло, 
размфры котораго незначительны сравнительно съ другими разсматрива- 
емыми протяжеными; 4} сплошныя тфла можно часто разсматривать какъ 
труппы и системы матеральныхъ точекъ. 

Для материальной точки законъ относительнаго движешя сводится къ 
закону инерщи, который можетъ быть формулированъ слфлующимъ обра- 
зомы 
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Веякая свободнал изолированная матеральная точка дазвжетея 
прямолинейно и равномтрно. 

Какъ изъ этого закона, такъ и изъ закона сохранены энерми въ 
вид частнаго случая слёдуетъ, что свободная изолированная матергальная 
точка, лишенная скорости въ данный моментъ времени, должна оставаться 
въ покоф и въ дальнёйшемъ. 

Масса свободной изолированной матергальной точки, согласно закону 
сохраненя вещества, должна оставаться постоянной. Въ динамикЪ обыкно- 
новено принимаютъ, что масса всякой матер!альной точки также должна оста- 
зваться постоянной; такъ будетъ принято вездЪ и въ настоящемь изложени. 


ГЛАВА ПЕ 
Фуннцгя движенгя. 


$ 8. Престёйшее вращательное денженюе. Вообразимъ свободную 
изолированную систему двухъ матергальныхь точекь одинаковой массы зн, 
соединенныхъ геометрическимъ абсолютно неизмфняемымъ стержнемъ, масса. 
котораго равна нулю (стержень этотъ представить такъ называемую иде- 
альную связь, понят о которой получается, подобно понятию матераль- 
ной точки, какъ отвлечеше отъ н%Фкоторыхъ свойствъ дЪйствительныхь 
предметовъ, съ оставлещемъ ихъ другихъ свойствЪ). Положимъ, что въ 
нЪфкоторый моментъ времени обЪ матеральныя точки разсматриваемой си- 
стемы имЪъють равныя по величинв, но прямо противополжныя по на- 
ъправленйо скорости «г. Въ дальнЪйшемьъ система может принять одно изъ 
слЬдующихъ движенй; 1) обЪ точки движутся въ плоскости начальвыхь 
скоростей, причемъ середина стержня остается неподвижной и каждая точ- 
ка движется по окружности, радусъ которой равенъ половинВ длины 
стержня; В) объ точки движутся въ плоскости начальныхъ скоростей, но 
центръ стержня перем щается; () центръ стержня неподвиженъ, но точки 
выходять изъ плоскости начальныхь скоростей (шаровое движене); 
1) центръ стержня перемъщается и точки выходятъ изъ плоскости началь- 
выхъ скоростей. Въ самомъ общемь случаЪ каждому движению системы 
соотьфтствуютъ еще три вполнф ему подобныхъ, ибо второй точкЪ всегда 
возможно приписать движение первой и наоборотъ, а этимъ обоимь дви- 
женямь соотвЪтствуютъ еще два движены, симметричныя съ первыми от- 
носительно плоскости начальныхъ скоростей. Въ болбе частномь клучаз, 
какъ, напримфръ движеня № или С, возможны два вполн® подобныхъ дви- 


женя. Нимшь никякить основан допустить, что вниетема мозюеть 
принять ойно изл, опикть 1 или 2 вполны подобныхь движений пред 
почтительно перейъ остальнылии, а потому надо принять, что д®йстви- 
тельное движеше системы можетъ быть только движенемъ 4, ибо только 
вь этомъ случаф ие возникаетгь указаннаго противорфчя, такъ какъ 
только движене А не имфетъ другого, себ® подобнаго. Выводъ этотъ ©с- 
новывается на одному, изъ главныхь законовь нашего мышленя, иззвле- 
чепиомъ изъ всей совокупности опытавъ и наблюденй,- законь причин- 
ности, согласно которому весгда долоюны существовать причины в уе- 
ловя, которыч обусловливеють то обстоятельство, что всякое явле- 
ме матеральнаго эра происходить въ данномь направлении, а не 
иначе. Не смотря на то, что нъ такомъ видф законъ этоть не вызыва- 
етъ никакихъ сомнЪнЙ, тЪмъ не мене, для полной опредфленности, 6у- 
демъ считать, что яъ ходф настоящиго разсужденя вводимъ въ динамику 
слфдующую гипотезу. 

Гилотеза Ш, Свободная изолированная сиетема не можеть 
принять ни сдного изъ числа нисколькить вполнь подобныхь возможю- 
ныжь двиоженай. 

Итакь, движене разсматриваемой системы будетъ вращательное около 
неподвижной оси, проходящей черезь середину стержня и перпендикуляр- 
ной къ нему. Скорости обфихъ матеральныхь точекъ будуть одинаковы, 
а потому законъ сохраненя энерми требусть, чтобы эти скорости не из- 
мънялись по величинЪ и были равны начальнымъ скоростямъ и. СяФдова- 
тельно, вращеме системы будеть равномфрное. Раземотрфнное вращене 
можно считать простфйшимъ, такъ какъ въ свободной изолированной 
системЪ вращеше имЪетъ значене тольыо тогда, когда она содержитъ двъ 
или болфе матеральныхъ точекъ (абсолютно твердое тЪло здЪсь необхо- 
димо разсматривать какъ систему бозчиеленниео множества матераль- 
ныхЪ точекъ безконечно малыхъ массъ, разстояня между которыми не- 
измънны; поняте о твердомъ тЬлф получается также какъ отвлечене отъ 
нЪкоторыхъ свойствъ дЪйствительныхьъ твердыхъ т®лЪ). 

Легко замътить, что законъ инерши свободной изолированной ма- 
теральной точки можно получить какъ слфдстые гипотезы В! и закона. 
сохраненя энерми; дЪЙствительно, гипотезой Ш! опредфляется направлеше 
движеня по прямой, а законъ сохраненя энерги даетъ постоянство вели- 
чины скорости. Но для вывода закона инерши произвольной свободной 
изолированной системы двухъ указанныхь началъ недостаточно. 

$ 9. Опредёлен:е вида фуннщ движешя. Положимъ, что свободная 
изолированная система двухъ одинаковыхъ матеральныхъ точекъ, соеди- 
ненныхъ идеальнымъ стержнемъ, имфетъ въ нзкоторый моментъ времени, 
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кромф разсмотрннаго въ предыдущемъ параграф® вращательнаго движенйя, 
еще движене поступательное, направлен!е скоростей котораго к совпада- 
етъ съ плоскостью вращеня системы. Согласно съ типотезой П, система. 
сохранить оба движешя, причемъ сёредина стержня будеть двигаться пря- 
молинейно и равном®рно со скоростью х, а 06% точки въ относительномъ 
движенм системы будуть описывать, со скоростью #е, двЪ одинаковыя ок- 
ружности, лежащя за все время движеня въ одной и той же плоскости, 
Кривая, описываемая каждой точкой въ абсолютномъ движении, называется 
въ геометрии трехоидой. 

Положимъ, что въ нёкоторый моментъ времени система находится 
въ такомъ положеши, въ которомъ стержень 41 (фиг. 1) перпендику- 
ляренъ къ направленю 
движения его середины Се. 
Абсолютная скорость ма- 
теральной точки А бу- 
деть ги; еслиг> м, 
то абсолютная скорость 

Фиг. 1. матеральной точки В 
будеть г— ©; посему полная живая сила системы въ раэсматриваемомь 
положени будетъ 


и Герм ре) 


Если скорость поступательнаго движеня меньше скорости вращатель- 
наго, то послфднюю обозначаемъ черезъ +, а первую—черезъ », и для 
выраженя живой силы системы опять получаемъ прежчее выражение, при- 
чемъ величина абсолютной скорости точки В опять будетъ положительна. 

Черезъ н®которое время система’ придетъ въ такое положеше, въ 
которомъ стержень расположится вдоль лийи движеншя его середины Се, 
причемъ матеральная точка А придетъь въ положеще и, а матеральная 
точка В — въ положене $. Скорости обЪихъ точекъ будуть 


а потому полная живая сила системы будетъ 


2т ПИ 


По закону сохранен энерМи живыя силы системы въ обоихъ положеняхъ 
должны быть равны: 


ие р-н) тре) = 2т УР --ит)} 


Отсюда получаемъ равенство, служащее для опредфленя вида функции 


движеня; 


ею гена Пий) (6 


ДВ ги суть положительныя совершенно произвольныя и друг» отъ 
друга независимыя величины (только г >> *). Взявъ отъ обфихъ частей по- 
лученнаго равенства частныя произнодныя, сначала по *, а потомъ по г, 
получаемъ: 


пенять 


пе -ге-ю=2г 


отсюда находимл.: 


сравнеще даетъ: 


нринимаемъ 


или 


жи у можно разсматривать какъ совершенно произвольныя положи- 
тельныя и другь отЪъ друга независимыя величины. ДЪйствительно, изт, пре- 
дыдущихъ равенствъ имфемъ: 


или 


такъ что всегда возможно подобрать таки положительныя значешя ги и", 
ТА ›> м, при которыхъ г и у получать требуемыя значены, хотя бы бы- 
л9 “> у или х < у. Существоване вышенайденнаго равенства при совер- 
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шеённо произвольныхъ (положительныхъ) и другъ отъ друга независимыхъ 
значеняхь ти у показываетъ, что величина частнаго 


по) 


совершенно не зависить отъ значеня независимаго перем®ннаго м (при 
&_)> о) и есть величина постоянная: 


откуда 


интегрируя, находим‘ 


я 


ГДЪ $ есть постоянная интегрированы. Принимлемъ 


м» 


такъ что и есть также постоянная величина; тогда 
1 

ПримЪняя найденный видъ функци движены къ равенству (16): 
ее 6-е] = 2 [4 (Уз 


видимъ, что соло тождественно удовлетворяется. Функщя движеня, какъ 
одна изъ сопровождающихь функщй, должна удовлетворять всфмъ шести 
условяхь параграфа 2-го. Услове первое требуетъ, чтобы было 


-1-6] 


} 


$—=0 
Слёдовательно, окончательный видъ функщи движеня будетъ: 
Гоа (17) 
Услоне второе будетъ исполнено при положительномъ значени постоянной а: 
>09 
Тогда условя третье и четвертое вполн удовлетворяются, причемъ 


Г =2ак 


2 


что болЪе нуля при всфхъ положительныхь значещяхъ перемфнной неза- 
висимой х. Пятое и шестое условя также исполняются, ибо найденная фун- 
кЩя движеня однозначна, а уравнене 


з=х 


при >. 0 ив>> 0, имъетъ только одинъ положительный корень: 


х 
«=У = 


другой корень будетъ отрицателенъ: 


-Их 


Видъ функим движеня можетъ быть найденъ изъ разсмотрьны 
свойствъ движены не только представленной въ настоящей главЪ системы, 
но и н®которыхъ другихъ. Но во всякомъ случаЪ видъ этой функцм дол- 
женъ всегда получаться одинъ и тотъ же. Еслибъ два частныхъ случая 
привели къ двумь разнымь видамь функщи движеня, то это показало бы, 
что не вс принятыя основныя положены динамики спразедливы. 

$ 10. Выраневе живой сялы. Пользуясь найденнымъ видомъ функции 
ивую силу какого угодно тбла можно представить слфдующимъ 


Деян а [и = 


Если ТФло движется поступательно, то 


ы 


лвижены. 
образомтъ: 


2 (18) 


Той [ды =ом" 99 


т. е. живая сила тЪла тогда пропорцюнальна массЪ его и квадрату ско- 
рости его движешя. Живая сила матеральной точки массы и: всегда булетъ 


аш (20) 


Воли вещество тЪла однородно, то также будемъ имфты 


2) 


Законъ сохрапешя энерми теперь выразится сл®дующимъ образомъ: 


= ка Дани Геза евия, (22) 
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ДБ интегрироване въ сооть®тственныхъ случаяхъ Должно быть распрост- 
ранено на все разсматриваемое вещество. Послзднее равенство показылаетъ, 
что коэффищентъ « есть произвольная постоянная положительная величина, 
Проще всего было бы положить этоть козффищентъ равнымъ единицЪ; 
однако, лучше воспользоваться его неопредфленностью для упрощеня въ 
дальнъйшемъ н®которыхъ выраженй, болфе сложныхь, чфмъ выраженме 
живой силы. 


ГЛАВА №. 
Копичество движеня 


$ 11. Престёйшая оопровождающая фуннщя. Функция движеня 
оказалась весьма простого вида; но существуеть одна сопровождающия 
функця еще болЪе простая, а именно, функщя, пропоршональная или даже 
равная своему независимому перемфнному. Соотв5тственно такой простЪй- 
шей функщи, равной своему перемфнному независимому, принимаютъ для 
матерапьной точки или тфла съ поступательнымъ движенемъ особую мфру 
движеныя, которой дано назване колиечеезнва; движенч. 

Основное опредфлен!е ТУ. Количесливо движсня мапирт- 
альной точки или виьла еъ поступательныхмь двизженель равно про- 
новеденио „нассы отой точки ине тьла на соотвьтетвенную скорость, 

Если масса тЪла или точки есть !, а скорость ихъ движены г, то 
количество движеня каждого изъ нихъ будетъ: 


ше (23) 


Количество движеня тфла съ произвольнымь движещемт, можно было бы 
опредфлить, какъ и всякую м®ру движены, слЪдующимъ образомть 


Теа 


но пи въ динамикЪ, ни въ другихъ естественныхь наукахь эта послдняя 
величина не встрЪчаетъ никакого приложены (для свободной изолированной 
системы, въ общемъ случа® движеня, она представляетт, конечно, перемн- 
ную величину); поэтому условились количество движеня разсматривать какъ 
векторъ, понятие о которомъ вводится, кромЪ опредзленя [\, еще при по- 
мощи двухъ слфдующихъ опредфленй. 
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Основное опредфлен:е У. Количество двзьжееня пазераль- 
ной точки направлено по’.итеи вя скорости. 

Основное опредълен!е УЁ Количество двуееня какого угод- 
но тила равно по величини в направлено гво метрической суммль во- 
лимествь движееня веть его частей. 

Если координаты какой-либо матеральной точки или точки н%кото- 
раго тфла обозначимъ въ прямоугольной систем координатъ черезъ х, и, 
2, то проекум ихъ скорости на оси координатъь будутъ равны первымъ 
производным 5’, у’, 2 по времени / отъ соотвфтственныхт, координатЪ. 
Для матеральной точки проекщи количества движешя { на оси координатъ, 
согласно опредбленю \, будуть: 


щита’; уни Би (24) 


Пренебрегая безконечно малыми второго порядка, проекщи количества дви- 
женя элемента тфла, содержащаго вышеуказанную точку, можно предста- 
вить: 


Яы == Чт ; Фут $ Фе === т (25) 


Для какого угодно тфла проекщи количества движеня Г на оси коорди- 
нат, согласно опредфленю УТ, будутъ: 


Тв = [чт ; рая [мы $1 


что, по свойству опредфленныхъ интеграловь, даетъ виолнф точныя значе- 
им указанныхъ проекций, не смотря на приближенность выражен (25). 

Если считать, что матеральная точка имфетъ одновременно нЪсколько 
скоростей, то въ виду того, что равнодфйствуюшая скорость равна по величин 
и направленйю геометрической суммЪ вс5хтъ составляющих» скоростей‚и полное 
количество двнжешя точки равно по величинЪ и направленйю геомстрическ: 
сумм количествъ движеня, взятыхъ для всВхъ составляющихъ скоростей, 
ибо всВ количества движеня пропоруюнальны соотвфтственнымъ скоростямь 
и одинаково съ ними направлены. 

Количества движеня Ги Г всегда положительны, но проекщи ихъ, на. 
оси координать могуть быть и отрицательны. 

Понимаемое указаннымъ здЪсь образомь количество движены иметь 
весьма важное значеще въ динамик. 

$ 12. Поичество движеня свободной изопировавной системы. По- 
ложимъ, что какая-либо свободная изонированная система совершаетъ и1- 


Чи (26) 


которое движене; законъ сохраненя энерми даеть: 


22) и = вом. (27) 


Положимъ, что въ друммъ случаф той же систем, совершающей то же 
движене, сообщено еще поступательное движене параллельно оси х-овъ 
60 скоростью Г. Согласно гипотез И система сохранитъ оба движеныя, и 
законъ сохранены энерМи для новаго абсолютнаго движены даетъ: 


Т.-= «Кг 


отсюда находимъ: 


Па Ти ау. 
= а Да {-24 т [ит « /е*- Й 


= аМУ? -- 27 фт чт 


ау] Чт = соны, 


п) аи = 


=) @в = 


гдЪ М есть масса всей системы, а величина а МУ? представила бы жизую 
силу всей системы, еслибъ таковая имфла только одно поступательное дви- 
жеше со скоростью Г, Послфднее равенство лаетъ: 


1— Те МР 


2 Е 
Дан отр 


что представить зостознную величину; разсуждая такимъ же образомъ и 
относительно осей у-овъ и ;-овъ, окончательно находимту 


=/н я = 


„= /х ат = С 


й 


й 


| == ли, 


нм. } (28) 


[# Чт — ©, = соия, 


Отсюда получаемъ слФдующй замфчательный законъ: 

Количество движеня всякой свободной изолированной системы 
не излионяется ни по величине, ни по направленио. 

Интегрируемъ равенства (28) по времени {, замфчая, что въ выраже- 
няхъ Г, Гу и Тз интегралы можно разсматривать какъ простыя суммы, 
а элементарныя массы @т можно считать постоянными; тогда получаемъ: 


у Чи = О-В, 
У чт =С,1-- ТР, (29) 


[:4ы = с 


112% 


д 7 В, и Л, суть постоянныя интегрированя и вмЪст$ съ постоянными 
С, С, и С. опредЪляется изъ уравненй (29) н (28) по даннымь начальнимъ 
координатамъ и скоростямъ всфхъ точекъ системы. 

Уранненя (29} весьма полезны, какъ выясняется изъ дальн®йшаго из- 
ложеня динамики, при опредфлени движеня отдФльныхъ частей и точекъ 
системы, 

$ 13. Цевтръ инерщи. Воображаемая точка, координаты которой % 
4 : 88 сябдующимъ образомь связаны съ координатами даннаго тЪла: 


_ Г зат Дэы Да аы 


7 мы (30) 


И 


с 


называется его центиромъ ннерийе; смыслъ и значеще этого назвашя вы- 
яснятся въ слФдующемл, нараграф®. 

Дифференцируемъ по времени обЪ части равенствъ (30), принимая во 
знимане ранфе высказанныя соображеня; тогла, умноживъ еще 06% части 
зюлученныхъ равенствъ на величину М, находимъ: 


Ме = [нат $ М, 


ат {31) 


"Чт ; Ми = 


отсюда получаемъ слфаующее свойство центра инерши: гели вообразить 
вес вещество кокого угодно спела восредеточеиныяиь въ сг0 центрь 
ченернйе, то при веякозиь движении этого ттла количество гго бви- 
эжемя по величин и направаенио бубетъ равно количеству двизсеня 
этого чентра, причем это поесльбнее количество дешженя  (сог- 
ласно опредЪленю Г) найривино по аинйг екороети этого чентра. 

Если чпочкой прилодкен!я количества движея матеральной точки 
считать самую эту точку, то за точку приложены количества движеня ка- 
кого угодно т%ла при всякомъ его движеши можно принять его центръ 
инерщи, причемъ это количество движеня будетъ направлено по лими ско- 
рости этого центра. 

$ 14. Двинене центра инерщн свободной изорированной системы. 
Сравнивая соотв®тственно равенства (30) съ (29) и равенства (31) съ (28), 
получаемъ: 


ор 
=м' м 


(32) 


с 
' 


< 
ж М 8% 


впрочемъ, эти двф группы равенствъ можно получить одну изъ другой диф- 
ференцированемь или интегрированемъ по времени. Изъ этихъ равенствъ 
вытекаетъ слфдующий весьма важный законъ: 

Пентръ инерийи велкой свободной изолированной сиетелиы дви- 
экетея прямолинейно и равномирно. 

Слёдовательно, движеше центра инерщи всякой свободной изолиро- 
ванной системы происходитъ такъ, какъ будто бы очъ былъ свободной 
изолированной матеральной точкой, движене которой всегда происходить 
по инерцик отсюда и произошло названше этого центра, который называ- 
ють также центром лаееъ соотн®тственнаго тфла или системы (также 
цениролиь тчожевти; происхождени и значеше этого назван я выясняются 
въ дальнфйшемъ изложенм динамики). 

Въ разсмотрнномъ въ параграф 9-омъ спучаЪ движенЯ системы двухъ, 
матеральныхь точекъ, соединенныхъ идеальнымъ стержнемъ, середина это- 
го стержня, представляющая, очевилно, центр инерши всей системы, дви- 
жется, какъ тамъ было указано. прямолинейно и равномрно, т. е. какъ 
бы по инерши. 

Изь приведеннаго закона так: 


ке слЪдуеть, что если вообразить все 
вещество свободной изолированной системы сосредоточеннымъ въ ея цент- 
р® инерщи, то количество движешя этого иентра остастся постояннымъ по 
величин и направлению, подобно тому, какт, это имфетъ мЪсто для коли- 
чества движешя всякой свободной изолированной маральной точки. 

Точно также изъ вышепринеденнаго закона вытекает слфлующ 
мЪчательный частный случа 


Если центръ инерщи какой-либо свободной изолированной системы въ 
нфкоторый моментъ времсни находится въ покоЪ, то онъ останется въ по- 
коб и въ дальнЪйшемъ. 


ТЛАВА \. 


Свободная матергальная точна. 


$ 15. б® Матеральная точка, входящая въ составъ иЪкоторой си- 
стемы вещества, называется свободной, если она можеть имЪть перемфще- 
не по какому угодно направлению. Еслибъ эта точка была еще изолиро- 
ванной, т. е. еслибъ отъ нея было удалено все вещество системы, то она 
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двигалась бы, согласно закону инерщи, прямолинейно и равном®рно. По- 
этому, если движеще вышеуказанной свободной матертальной точки отли- 
чается отъ прямолинейнаго и равномЪрнаго, то это обстоятельство надо 
приписать влянтю и дЪйствью окружающихъ точку и соприкасающихся съ 
нею массъ на ея движене; влыШе это можетъ повести или къ измфненю 
величины скорости матеральной точки, или ея направлен, или обоихъ 
этихъ факторовъ вмфстВ; однимъ словомъ, въ движени точки появится 
уекорен{е (понимая таковое въ смысл величины и направления). Мира 
вщяня или действия окружающихъ массъ на движене свободной матер!- 
альной точки или, проще, на эту точку можетъ быть названа сидой, Силу 
обыкновенно прелставляютъ какъ веяторъ, и для образованя понятя о ней 
можно условиться въ слёдующихъ опредфленяхъ. 

Основное опреджлен:е УИ. Сила дъйстия окружающихь 
„массъ на свободную матердальную точку по величинь равна произве- 
денёо маесы этой точки на ея ускорене. 

Основное опред%лен!е УИ, Эта сила направлена по лин 
ускорешя матергальной почки. 

Основное опредблен:е 1Х. Точкой приложентя разематри- 
ваелой силы являетсл сама лнгтеральная точка. 

Если величина ускорещя матеральной точки массы № есть м, то ве- 
личина силы, дъйствующей на эту точку, будетъ 


Л=ин (34) 


Итакъ, принятое опредълене УН даетъ, что отклоняющее дЪйстые массъ 
на матершльную точку, стремящихся измЪнить ея собственное движеще но 
инерции, тЪмъ больше, чфмъ большее получается уклонене отъ этого дви- 
женя (ускорене) и чЪмъ больше уклоняемая масса. 

Поняте силы имфетъ громадное значене въ динамик и другихъ ес- 
тественныхь наукахъ; само назваше динамики произошло отъ названя си- 
лы (дина—сила), что указываеть на значеше этого понят вл» излагаемомь 
тдфлф механики. Важность этого понямя слФдуетъ изъ того, что на прак- 
тик® удается во многихь случаяхъ указать величину (и направлене) дЪй- 
ствя, называемаго силой, независимо отъ величины массы, т. е. въ данныхъ 
усломяхъ болышя массы будуть получать менышя ускореня, а меньшы 
массы больш ускореня. Установлене законовъ такихъ явлений относится 
КЪ области физики, Въ подобиыхъ случаяхъ равенство {34} можетъ слу- 
жить не только для опредфленя величины силы, но и для опредфленя ве- 


личины ускореня или массы. 
Въ н5которыхъ случаяхъ причиной дъйствя окружающихъ массъ на 
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данное тфло или матеральную точку являются нфкоторыя даже довольно 
отдаленныя тфла; тогда условно товорятъ, что эти тёла дЪйствуютъ на 
данное тфло или точку; подобныя иствя происходятъ преимущественно 
черезъ посредство гкрытыхъ массъ. Разъяснене законовЪ такихь дъйствй 

также относится къ области физики. 
$ 16. Рабета. Положимъ, что въ нфкоторой систем движется сво- 
бодная матеральная точка массы зи со скоростью г; живая сила ея будетъ: 


Т=ан 


ВслЪдстве дЪйствя на точку окружающихъ массъ движене ея вообще бу- 
детъ отличаться отъ движеня по инерщи, и точка получитъ положитель- 
ное или отрицательное приращёене живой силы, которое для безконечно 
малаго промежутка времени 4 можетъ быть принято, пренебрегая безко- 
нечно малыми второго порядка, равнымъ дифференшалу живой силы: 

Не 


ат вае = 2 Ш 


ат Ей 


гдф скорость к всегда положительна, а приращеше ея (дифференщалъ) #^ 
можеть быть и положительно, и отрицательно, въ зависимости отъ того, 
ускоряется или замедляется ли движене точви. Производная скорости по 
времени, какт› извЪстно изъ кинематики, равна проекши ускорены + на 
направленю скорости и движеня въ данный моменть; произведене г рав- 
но дифференщалу пути 45; а потому: 


АТ = 2аши 60%(н,18} Их 


Произведене зн представляетъ, согласно равенству (34), силу дЪйстмя 
массъ системы на ризсматриваемую матеральную точку, кромф таго, для 
упрощеня полученнато выраженя воспользуемся произвольностью постоян- 
наго коэффищента въ выраженми живой силы и положимъ 


2и=1 
откуда 
1 


“= (35} 


Теперь функшя движеня опредфляется виолнЪ: 


з 


г = 


(36) 


а живая сила матеральной точки или тЪла съ поступательнымъ движе“ 


щемъ будетт: 


{37) 


Замфчая, что направлене силы совпадаетъ съ направлещемъ ускоренй, для 
приращеня живой силы имфемъ: 


ЧТ == 


«0% Р, 45) @ (38) 


вторая часть этого равенства получила назваше элементарной работы 
силы Р на пути 4; такъ какъ величины силы Р и элементарнаго пути 4 
положительны, то знакъ величины работы зависить отъ вида угла (Р, «#4: 
если этотъ уголъ острый, то работа положительна; если онъ тупой, то работа 
отрицательна; наконемъ, если уголъ (Р, 4+} = 90%, то величина работы равна 
нулю, и сила 7’ только измБняетъ направлено скорости материальной ‘гоч- 
ки, но неея величину. Равенство {38) теперь имфетъ такой смысль: при- 
ращене оюивой силы свободной матеральной тои за элементь вре- 
мена равно элементарной рабориь дюйствуюцщей на точку силы на 
пройденномь за ото время эдементарномь пути. 

Но если матер'альная точка полунила приращене живой силы (поло- 
жительное или отрицательное ИТ, то живая сила оружающихь массъ, по 
закону сохранены энерби. должна уменьшиться на эту же величину ИГ. 
Посему предыдущее положене можно еще высказать такъ: потеря за 2.н- 
ментрь времени менвой сить какой-либо енснемой, велюдбетёе двйствя 
03 цесс на свободную матгральную точку, равна элелентарной рабопль 
енль, бвйствя оись миесь на точку на кройденно иъ посиьдней за 
указанный промежутокь времени олементарномь пути. 

$ 17. Заволъ живой силы. Чтобы найти приращене живой силы сво- 
бодиюй матеральной точки за конечный промежутокъ времени, необходи- 
мо проинтегрировать обЪ части равенства (38). Пусть въ начальный мо- 
менть времени /, скорость точки была "„, ся живая сила Т» разстояне 
точки, считаемое по ея траекторм, отъ нФкоторой неподвижной точки 
этой проектор было &; для произвольнаго момента времени { значеня 
ТЬхъ же величинъ пусть будуть г, Л, я. Тогда имфем 


за 
Ребз(Р, 4%) 6 (33) 


х 


и? 
2 


для возможности интегрированы Ри сах (Ё,4{=} должны быть даны какъ функ- 
Щи пути #. Послфдняя часть равенства (39} представляетъ предълъ, къ которо- 
му стремится сумма элементарныхъ работь силы Рпо мЪрЪ неограниченнаго 
увеличены числа и неограцизеннаго уменьшеня величины всфхъ элементар- 
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тарныхъ перемфщенй &5, изъ которыхъ состоитъ разсматринаемое конечное 
перемыщене матеральной точки # — я; этотъ предфль суммы элемеитар- 
ныхъ работъ получилъ назваше жонечной работы силы Р на пути — 
Теперь равенства (38) и (39) можно выразить такъ: 


Приращене живой силь свободной матеральной точки за. какой 
угодно промежунокъ еремени равно рабопиь дъйствующей на эпочку си- 
лы на пройденномь за тоть оке промежутиюь времени пути. 

Другое выражеше этого весьма важнаго положеня динамики, получие- 
шаго назваще закона жеивыхь силф, будетъ: 

Потеря за какой угодно промежутокъ времени живой силы. ка- 
кой-либо системой, велтдетые дъйестия ся мисоъ на свободную мате- 
Нольную точку, равна работь силы бпйстия этизть масеъ на точху 
на пройденномь поелюдней за указанный промежутокъ времени пути. 

Оба выражены закона живыхъ силъ вполнф однозначны, ибо, по за- 
кону сохранены энерми, приращенге живой силы свободной матергальной 
точки всегда равно уменьшению живой силы окружающихъ точку массъ, 
происходящему отъ ихъ дЪйствы на точку. 

Необходимо замЪтить, что выражене (39), по свойству онредЪлен- 
ныхъ интеграловъ, даетъ точную величину приращеня или потери живой 
силы, не смотря на приближенность выражен элементарнаго приращеня 
или потери живой силы (38). 

$ 18, Слежвв!в ы разложев!е силъ. Если на свободную матеральную 
точку массы эи дЪйствуетъ одновременно н®сколько тЪлъ, то каждое т®ло 
сообщаетъ точк® н$®которую изъ геометрическихъ составляюшихъ #;, и 
16 . отъ общаго ускореня точки и. Чтобы имфть возможность изм»- 
рять дЪйстае на матеральную точку каждаго тЪла въ отдфльности, усло- 
вимся въ слфлующемъ опредфлени. 


Основное опредфленте Х. Силе дюйетея каждаго изъ нтб- 
холькить тель, вёяющихь одноврелинно на бвижене свободной мате 
ральной точки, опредьляетея тикъ по величины в направлению уско- 
ренёя, сосбщаемаго при этомъ точкь даннымь ттелоль, накъ будто 
бы эта точка имьла только одно это ускоренге. 

Изъ этого опредфлен я слфдуетъ, что сила дЬйстия перваго тфла на 
матеральную точку будеть Р, —= та, второго Р, = ти, ...., направле- 
ны эти силы по линямъ соотвЪтственныхъ ускоренй аи, в, ...., а точкой 
приложеня ихъ служить сама матеральная точка. Обшая сила дФйствя 
всЪхъ ТЪлЪ на матеральную точку опредфляется общимь результирующимъ 
ускоренемъ точки 12, величина этой силы будеть Р = ти, а направлена 
она по лини ускорешя и. Велибъ нЪкоторое тфло дЪйствовало на точиу 
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съ силой Р, то это дФистше вполн® замфнило бы дБйстие’ вех силъ Р, 
Р,Р.,..... т.е, въ обоихъ случаяхь движене точки было бы одно и 
то же. Посему сила Г называется равнобюйетвуюнней всъхъ силь Р,Р,, 
И ., Которыя назызаются ея составляющим. 

Принимая во внимане, что общее ускорене точки и, какъ извёстно 
изъ кинематики, представляетъ геометрическую сумму всфхь отдЪльныхть 
ускоренй иг, и» Из ..,., И замёчая также, что силы Р, Г, Р,„, Ру про- 
порцюнальны соотв®тственнымъ ускоренямъ и одинаково съ ними направ- 
лены, найдемъ, что равновъйствующея сила, приложенная къ натер- 
ильной точка, по величинь и направленно предетаваяеть геоместри- 
чеснуо сумму вобть составляющить енъ, приложеннить къ этой 
зпочкть. 

При сложенши двухъ силъ равнодЪЙйствуюшая представить дагональ 
параллелограмма, построеннаго на двухъ панныхъ силахъ какъ на сторонахъ, 

ДвЪ разныя, но прямо противоположныя силы взаимно уничтожаются 
или уравнивтииваются, т. е. не сообщаютъ въ совокупности матераль- 
ной точкЪф никакого ускоренйя. 

Подобно тому, какъ можно разсматривать частное равнодфйствующее 
ускорене группы только нфкоторыхь ускоренй точки, точно также 
также можно разсматривать частную равнодфиствующую силу группы толь- 
ко нёкоторыхъ силь, дёйствующихъ на матеральную точку. Общая равно- 
дъиствующая всвхъ частныхъ равнодйствующихъ будетъ въ то же время 
равнодьйствующей лефхЪъ составляющихъ силъ, дЪИствующихь на матер. 
альную точку, 

Разложене силы, дЬйствунишей на матеральную точку, на отАбльныя 
составляющий производится по общимь правилалть геометрическаго разложеня 
векторовъ. 

Положимъ, что проекщи на оси прямоугольныхъ координатъ одной 
изъ силъ Р; , дьйствующихъ на матеральную точку, будутЪ Х; , 7, й: 
эти проекщи представять одну изъ возможныхь совокупностей составляю- 
щихъ, на которыя можетъ быть разложенна сила Р; . Пусть на матераль- 
ную точку одновременно дЪйствуютъ силы Р,, №, №, ... про- 
екщи которыхъ на оси будутъ Л, У, Я ЛХ» Хь .Х; 
РавнодЪйствующая всЪхъ указанныхь силъ пусть будетъ Л, а ея проекши 
на оси Х, У, Замъиая, что проекшя равнодЪйствующей на какое угод- 
но направлене, какъ замыкающей стороны многоугольника веБхъ состав- 
ляющихъ, равна сумиЪ проекщи всфхъ этихъ составяяющихь на то же 
направлеше, имъемъ: 


(40) 


х 
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Опытъ и‘наблюдене показываютъ, что во всфхъ тфхь случаяхъ, когда 
дъйстве на иЪкоторое т5ло происходить какъ бы на разстояви, т. е. че- 
резъ посредство скрытыхъ массь на самомъ дЪлЪ, то дЪйстве это не за- 
виситъ ни отъ скорости тфла, ни отъ того, иБйствуютъ ли на данное тЪ- 
ло еще друмя тбла или нётъ. Законъ этотЪ чрезвычайно облегчаеть из- 
слФдоване движения т6лъ и матеральныхтъ точекъ, такъ какъ въ указанныхъ 
случаяхъь можно вполн№ опредфленно утверждать, что на данныя тфла и 
точки дфйствуютъ нФкоторыя вполнф опредъленныя силы, независимо отъ 
скоростей движешя и дЪйствя еще другихъ силь. Но дфйстве обыкновен- 
ныхъ т5ль на данное вообще существеннымъ образомъ зависитъ отЪ только 
что указанныхъ обстоятельстиъ; такъ напримЪфръ, сила сопротивлея сре- 
ды (воздуха, воды и т. п.) возрастаетъ съ увеличещемъ скорости движу- 
щагося тфла; если н%®которыя тфла ускоренно поднимаютъ данное тфло 
зверхъ, то лежащя сверху этого тЪла друйя тфна начинаютъ оказывать 
на него большия давленя, чВмъ въ состоя м покоя и т. п. 

$ 19 Рабьта равводЪъиствующей в составпяющихь силъ. Пусть на 
н5которую свободную матеральную точку кАйствуеть одновременно нъс- 
колько тёлъ, величины дфйствя которыхъ измряются силами Г, Ру, №,...- 
Положимъ, что равнодЪйствующая всЪхъ этихь силъ ссть И. Проектируя 
эту равнодЪйствующую и всф составляющия силы на направлеще движенЯя 
матеральной точки въ данный моментъ времени, по свойству многоуголь- 
ника векторовъ получаемъ: 


Ёс08 (Пи) = У Реоз (РЁ, 


умножная обЪ части этого равенства на цдифференщаль пути точки, имф- 
емъ: 


Ввоз) и Редя (РБ) = ХР во Р/В) 15 {41) 


что выражаеть слБдующее ноложенй 


: элементарная работа равнодЪйству- 
ющей силы равна сумм соотвЪфтственныхь элементарныхь работъ всфлъ 
составляющихъ силъ, приложенныхъ къ матеральной точкЪ. 

Такъ какъ равнодЪйствующая сила производить такое же движене 
матеральной точки, какъ и вся группа силъ составляющихъ, то, согласно 
равенству (38), приращеще живой силы точки за элементъ времени равно 
элементарной работ равнодъйстнующей за то же время; а потому: 

ЧТ == В с08( В) 45 = У Р дз (РБ) (42) 
Сохраняя предыдущё обозначеня и интегрируя, получаемъ: 


5 


180% (НБ) =в У / Твоя (ВУ) 45 (43} 
= 5 
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Равенство двухъ поелднихт, частей выражения {43} даетъ сл5дующее 
предложене: работа равнодъйсвующей силы на произвольномь пути 
равна вумлиь работь вовть составаяющить вилъ на томъ же пути, 


Изъ обоихъ равенствъ (42) и (43) слфдуетъ, что приращеше живой 
енаы свободной матетальной точки за какой угодно промежутокь 
времени равно сумм рабонь всыть иль, двйствующить на точку 
за тотъ же промеоюутскь времени. Понятно, что тбла, дъйствующя 
на матеральную точку, потеряютъ такую часть своей живой силы, ко- 
торая равна приращеню живой силы точки. Однако, приведенный эдЪсь 
выводъ не показываетъ, какая часть общей потерянной тЪлами живой си- 
лы падаегъ на каждое т%ло въ отдфльности; задача эта будетъ ршена въ 
слфдующемъ параграфЪ. Не смотря на приближенность выражешя элемен- 
тарнаго приращеня живой силы (42), выражеше конечнаго приращены {43) 
вполн® точно. Равенство (43) представляетъ самое общее выражен закона 
живой силы свободной матёральной точки. Этотъ законъ имфеть весьма 
важное значенше въ динамик® и ея приложеняхъ по той причинЪ, что поз- 
воляетъ опредфлять всегда измфняющеся скорости движеня, которыя къ 
тому же часто съ трудомъ поддаются непосредственному измвреню, черезъ 
болфе постоянные и опредфленные въ данныхъ усломяхъ и положеняхь 
элементы силъ, зависимость между которыми и положешемъ матермальной 
точки часто бываеть также вполыЪ извфстна, 


Въ заключене опредфлимь выражеше элементарной работы н®которой 
силы Р для прямоуговьной системы координатъ. Если проекщи этой силы 
на оси будуть Х, У, Й, то, замфчая, что эти проекщи представяяютъ пол- 
ную совокупность составляющихь силы Р, имвемъ: 


Рен (Ё, 48) & = Х еб (Х, 6) в -- У 0х (У. 4) к И вок (Я, 4) 4 


Замфняя проекши элементарнаго перемфщеня точки приложеня силы Р 
черезъ приращеня соотвфтственныхъ координатъ этой точки: 


45 0 (Х, 6) = 4х ; 4 с0з (У, 60$ (А, == @а 
окончательно попучаемъ: 
Роб (Г, == Ха Ти 24: {44 


$ 20. Завовъ вовмёстной передачи живыхь силъ. Положимъ, что на 
‹вободную матеральную точку одновременно дЪйствуеть нЪфсколько тёлъ, 
силы дЬЙйстыя которыхъ соотвЪственно будуть ГР, Рь, 1№%.... №... 
Пусть матеральная точка при этомъ движется по нФкоторой кривой 


з* 
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АГВИСШЛ _... (фиг. 2). Предиоложимъ на время, что только одно :-0е 
тЪло дёйствуетъ на точку непрерывно, сь 
ране указанной силой Р; , а всЪ остальныя 
т$ла дъйствуютъ на эту точку только мгно- 
венными толчками, спъдующими другъ за 
другомъ черезъ безконечно малые проме- 
жутки времени. Пусть эти толчки будутъ 
таковы, что въ безконечно близко слфду- 
ющих одна за другой точкахъ 1, В, (,Ю..,. 
матертальная точка опять возвращается на 
прежнюю траекторю А1ВИСШР ...., 

Фиг. 2. и пусть толчки происходятъ толььо въ этихъ 
точкахъ 4, В, (,Ю....; наконецщь, подчинимъ эти толчки еще тому 
условно, чтобы на прохождеше еоотивтттетвенныхь элементарных путей 
АТВи 11 В, В2Си ВИС, СЗриСШЬ.... въ обоихъ движеняхт 
употреблялось всегда одно и то же время. Легко убЪдиться, что при помо- 
щи мгновенныхь толчковъ всегда можно сообщать матеральной точкё та- 
к скорости, которыя, складываясь съ собственными скоростями точки въ 
приведутъ къ такимъ равнодфйствующимь 


положеняхь 1) ВОР... 
скоростямь точки въ этихъ положеняхъ, которыя позволять исполнить 
всф вышеуказанныя услов, ибо сила /’; за элементъ времени можеть про- 
извести только такое линейное уклонеше точки, зеличина котораго веть 
безконечно малая второго порядка. Итакъ, вЪ указаниыхъ условяхъ мате- 
`риальная точка будетъ проходить элементарные пути 412, #20, СЗ).... 
въ новомь движены нодъ дфйствемь одной только силы Ё; , такъ что 
кривизна этихъ путей будетъ обыкновенная и одного порядка съ кривиз- 
ной первоначальной траектории АТРИСШАО .... Сл®довательно, направ- 
леня всёхъ частей соотвфственныхъ элементовь А 1 и .118, ИИСн 
В2С.... будутъ только безконечно мало разнится между собою, а дли- 
ны этихь элементовъ, пренебрегая безконечно малыми третьяго порядка, 
могуть быть приняты соотвЪтственно равными; посему скорости движеня 
по соотвфтственнымъ злементамъ въ соотвЪфтственные моменты времени 
могутъ только безконечно мало разниться между собою и но величин, и 
по направленно; слФдовательно, мгновенные толчки должны сообщать мате- 
ральной точкЪ только безконечно малыя дополнительныя скорости. 


Пусть одному изъ элементовь ДГ 2, ВНС, СШО.... первоначаль- 
ной траекторм соотвфтствуеть дифференщаль лути 5, составляющй съ 
<оотвётственнымь направлещемъ силы 1; угодъ (Р; , 45); для соотвЪтству- 
ющаго элемента новой траектори дифференщаль пути можеть отличаться 
по величинЪ отъ ‹ на безконечно малую второго порядка 248, а угонь 
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этого дифференшала съ направлещемъ, Ё; можетъ отличаться. отъ угла 
{Р; ‚ ®) на безконечно малую 8 (Р; ‚ №), причемъ соз его измфнится так- 
же на безконечно малую 2 с0- (Г; ‚ @). Такъ какъ по каждому изъ эле- 
ментовъ 41 В, 22С, СЗД.... новой траекторм движене матеральной 
точки происходить подь дЪйствемъ только одного 1-го тфли, то за время 
движеня точки но вышеуказанному изъ этихъ элементовъ это #-0е т8ло 
должно потерять живую силу 


14-84) 


которую за указанное время получить матергальная точка; найденная ве- 
личина разнится отъ величины элементарной работы 


Гу воз (Р;, #6 


только на безконечио малыя второго порядка, а такъ какъ вышеприведен- 
даетЪ величину потери живой силы +-ымъ тфломъ также съ 
погр®шностью второго порядка, то нЪтъ смысла удерживать въ немъ члены 
второго порядка, и послфднее выражеше пряхо можно принять за величи- 
ну потери живой силы ;-ымт, тъломъ па время движешя матеральной точки 
по указанному элементу новой траектори. За конечный произвольный 
промежуток» времени движеня матерюльной точки по новой траекторм 
-0е Т®ло должно потерять живую силу, величина которой только безко- 
нечно мало разнится отъ величины соотвфтственной работы: 


га 
Ре (В,, ® 5 
ко 


Начнемь безгранично уменышать длины элементовь А 1 В, В2С. 
С3р.... новой траектори, увеличивая безконечно число ихъ на данномъ 
пути 5—5, длЯ чего число толчков должно безконечно увеличиваться, 
причемъ дЪйстье каждаго изъ нихъ (сообщене дополнительной скорости 
матеральной точкз) начнетъ неограниченно уменьшаться. Результатом 
этого будетъ: 1) траектомя #1 В2С30.... начнеть безгранично приб- 
; 2) движеые 


ное выражен! 


лижаться къ совпадешю съ траектодей 1ЕВИСИГР ... 
матеральной точки по траекторм .{1 В2СЗЛ.... начнетъ безгранично 
приближаться къ заданному движеню по траектори 11 ВИ Ссир....; 
3) аъйстве 2-го тКла на первой траектор!и будетъ безгранично приближаться 
КЪ ДЬЙСТВНО его на второй, а уменьшен ето живой силы, при дЪйстви на 
матеральную точку по новой траекторми въ течеше конечнаго промежутка 
времени, будетъ неограниченно приближаться къ соотвфтственной величин® 
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даннаго выше интеграла; 4) дЬйстве толчками всфхь остальныхь ТФлЪ по 
новой траекторм на матеральную точку будет неограниченно приближать- 
ся къ непрерывному дЪйствио по первоначальной траектори съ ранфе дан- 
ными силами Р,, Р, Ё;.... (кромЪ Р; ), причемъ лЪйстве (толчками) каж- 
даго изъ этихъ тзлъ будемь подбирать такт, чтобы это хёйстме безгра- 
нично стремилось къ непрерывному дФйствио съ соотв®тствукнцей данному 
т®лу силой. 

Въ предт.пь всфхъ указанныхъ измфненй получимь: 1) новая траек- 
торя вполнф совпадетъ съ первоначальной; 2} движеня матеральной точ- 
ки по оббимъ траекторямъ сдфлаются вполнф тождественны; 3) АБЙСТВЯ 
всёхь тфль на матеральную точку въ обоихъ случаях будутъ также 
вполнё тождественны, измЪряясь соотвЪтственно силами №, Р., Р, . 
. 4} гое ТВло, за время прохожденя матеральной точкой пути 
потеряеть живую силу, величина которой въ точности равняется 
вышеприведенному интегралу. 


Итакъ, при одновременномъ дЪйстви на сноболную матеральную точ- 
ку иъсколькихъ тфлъ съ соотв тственными силами #',. 2. Р,....ЛР;...., 
{1-06 тЬло на пути точки х — х потеряетъ живую силу 


Р; в (Р;, 8 (45) 


равную работЪ силы его дъйстия на матеральную точку на указанномъ 
пути; эту живую силу, по закону сохраненя энерйи, получить матераль- 
ная точка, То же самое относится и ко всфмъ другимъ тфламъ. СлЬдова- 


теньно, на пути х—х матеральная точка получитъ живую силу: 


= 


тот 


Роб: (В, 5) в (46) 


ЮО 


что виоянф тождественно съ выражещемъ (43). 


На элементарномъ пути матергальной точки потеря живой силы ымъ 
т6ломъ, согласно выражению (45), и пренебрегая безконечно малыми вто- 
рого порядка, будетъ: 


оз (РБ; , в) 4 (47) 


эта живая сила будеть передана матеральной точкъ. 


Положенше, выражаемое формулой (45) или (47), даеть слЪдующй з4- 
конъ совмфстной передачи живыхъ силъ: при одновременном двйении 
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на свободную матерельную точку нзеколькить тьль, экцвая сцла, пе- 
ребавасмая эпочьвь наждымь изъ этить тивль, опредъляется такт, 
хакъ будто бы каждое ‘из этизтъ пньль дъщетвовало на точку на ея 
двйствительной ‘праевторти только одну съ такой же силой, какъ и 
при дъцетеи других, пиьль. 

Если въ данный элементь времени матеральная точка имжетъ конеч- 
ную скорость, то, пренебрегая безконечно малыми второго порядка, можемъ 
принять, что передача живой силы каждымъ изъ тфлъ матеральной точкв 
за указанный элементъ времени не зависитъ отъ дФйстыя на точку дру- 
тихъ тьль. Положене это можно назвать закономь независимости элемен- 
тарной передачи живыхъ силъ. 

ВсБ живыя силы, потерянныя за элементъ времени тфлами, дЪйствую- 
щими на свободную матеральную точку. получитъ эта точка, а потому 
элементарное приращене ея живой силы будетъ: 


АТ = 2 Реоз (1, 48) #8 (48) 

что опять вполнЪ тождественно съ выражешемъ (42). 

8$ 21. Уравнейя двинеюя. Пусть гс силы, дЪйствующы на свобод- 
пую матеральную точку массы ш, приведены къ одной равнодЪйстлующей 
1. Если ускорене точки есть м, то 

П=шн 
По умножеши обЪфихь частей этого равенства на соз угла, образуемаго 
произвольнымъ прямолинейным и неноднижнымь направлетемъ ; съ на- 
правленемъ силы К и ускоревя +, получаемъ: 
В 205 (, 4) = в 4 сох (и, 4) 


первая часть этого равенства даетъ проекцию @ равнодЪйствующей Л на 
ззятое направлене 4: 
© = Лель (В, 4) 

Произвелене м гох (и, 4) представляетъ проекшю ускореыя точки на взя- 
тое прямолинейное направлеще. Изъ кинематики извбстно, что проекщя 
ускореня точки на неподвижное прямолинейное направлеще равна ускоре- 
ню проекщи точки по этому направленно и выражается второй производ- 
ной по времени { отъ разстояны проекщи точки оть произвольно ныбран- 
ной постоянной точки на взятомъ направленм; пусть это разстояще бу- 
детъ 9; тогда: 


ПЕ 
ше (н, 4 = ав 


а потому 


=-0 (49) 


Это будетъ уравнеше движеня проекщи свободной матеральной точки въ 
любомъ прямолинейномъ неподвижномъ направлени. 

Обозначая черезъ х, у, 2 прямоугольныя координаты точки, черезъ 
Х, У, Я проекщи на оси этихъ координатъ равнодфйствующей И, а черезъ 
Хе У, 2; Х, А... Х, У. й, - проекщи всбхЪъ ея состав- 
ляющихъ, согласно уравнению (49) имфемъ; 


(50) 


3: 


4 


в —Я=уУй 


Эти три равенства называются дифференщальными уравнешями движеня 
свободной матеральной точки и сни вполн$ достаточны для описаня то- 
го движешя. Силы и ихъ проекши въ общемъ случаВ являются функцыми 
времени, координатъ, скорости или проекшй скорости матеральной точки, 
масса точки 1и, согласно условю, есть величина постоянная; посему рацен- 
ства (50} представляютъ систему трехъ совокупныхъь дифференщальныхь 
уравненй второго порядка, интегрирова!йе которых зведеть шесть посто- 
явныхъ, которыя опредфлятся по заданному начальному положеню и за- 
данной начальней скорости матеральной точки. 


ТЛАВА %\1. 
Система несвободныхъ матер!альныхъ точенъ. 


$ 22. бветемы матеральвыхь точенъ. Если нфсколько матераль- 
ныхъ точекъ подчинены такимъ уеловямъ или же лодвергаются дъйствю 
таких тёлЪ и массъ, что при опредфлени движешыя одной изъ точекъ 
приходится принимать во внимаще движене и веБхъ остальныхъ, то такая 
совокупность точекъ называется снетеной ‚иеннерильныяль точекъ. Если 
же лвижене каждой точки можно разсматривать независимо оть движенй 
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остальныхъ, то таюя точки можно назвать просто группой матеральныхь 
точекъ. Зависимость между матеральными точками системы происходить 
или отъ существованй кинематическихъ связей между точками, или же отъ 
того, что силы, происходящя оть дйстыя н®которыхъ т$лъ и массъ на 
одн% точки системы, зависять отъ положенй и скоростей другихъ точекъ 
той-же системы. Если точки, составляющия систему, вс® свободны, то со- 
вокупность ихъ называется системой свободных» матетальныеь точек, 
Ески же он% подвержены дЪйствю связей, такъ что не всф произвольныя 
и одновременныя перемфщены точекъ возможны, то совокупность ихъ на- 
зывается снетемой несвободныль матеральныхь точек. Если система 
Сст®снена преградами и вообще снилвнилиз связями, соедивяющими точки 
системы съ точками къ ней не принадлежашими, то такая система мате- 
ральныхъ точекъ называется также несвободной; въ противномъ случаф, 
когда связи системы только внутремиуя, соединякищя только точки си- 
стемы между собою, то система называется свободной. Согласно этимъ оп- 
редфленямъ, всякая система свободныхъ матеральныхь точекъ будетъ въ 
то же время свободной системой (только безъ связей}. 

Внедене въ динамику понятя о систем® со связями имфеть цЪ®лью 
боле удобно нзслбдовать законы движены тЪль природы. Дйствительно, 
система точекь является переходной ступенью между свободной матераль- 
ной точкой и ТЪлами природы. Увеничивая безгранично число точекъ си- 
стемы, при соотв%тственномъ уменьшени их, массы и при соотвЪтствен- 
номъ распредЪлеви ихъ въ объемЪ, запимаемомъ тфломъ, можно получить 
схему, сколь угодно близко позходящую къ дЪйствительному тфлу, а въ 


предл можо получить ихъ полное тождество. 
$ 23. бвязи. Всякая связь или преграда приводятъ къ одному или 
Н®сколькимъ условямгь, въ силу которыхъ координаты одной, или нфсколь- 
кихъ, или же вСЪхъ точекъ системы должны удовлетворять одному или 
Нсколькимъ равенствамь или неравенстваму. Такъ напримбръ, если двЪ 
точки системы, прямоугольныя координаты которыхъ суть х,, У; 2» И Ж» 
У». с» связаны абсолютно твердымъ и неизмфняемымь стержнемъ, при раз- 
стояни между этими точками 7, то такая связь приведетъ къ равенству: 


з_В—0 


ар (и — и 


Если же эти даф точки связаны съ концами абсолютно нерастяжимой и 
абсолютно гибкой нити постоянной длины Г, то такая связь приведеть къ 
неравенстну: 


в 


9. 


Если одна, двф, нЪскольно или же вс точки системы должны лежать на 
неподвижной поверхности, уравнеше которой есть 


Ки о 


то координаты каждой такой точки порознь должны удовлетворять этому 
уравненйо. Если же точки могутъ сходить съ этой поверхности въ ту сто- 
рону, гдЪ функщя ^имфетъ положительное значене, то координаты та- 
кихъ точекъ должны лорознь удовлетворять условю; 


Вту 20 
Если точки мотутъ сходить съ поверхности зъ другую сторону, то коорци- 
наты каждой изъ такихъ точекъ порознь должны удовлетворять условтю, 


Рио 


Такя условя всегда будемъ приводить къ предыдущему виду, чтобы 'рунк- 
щя была не меньше нуля, для чего достаточно перембнить у нен знакъ: 


Ржу.) >00 


Бели какая-либо точка системы должна оставаться на н®которой неподвижной 
лини (прямой или кривой), то координаты этой точки должны удовлетво- 
рять одновременно двум% равенствамъ: 


1, 9, ; Рун 


Если нсколько точекъ должны быть неизмённо прикрФоленны къ нрямо- 
линейной оси н®котораго неизмфннаго стержня, то такая связь приведетъ 
къ слёдующимь условямъ; третья, четвертая и т. д. точки должны лежать 
на прямой, проходящей черезъ первую и вторую точки, и разстояня вефхъ 
точекъ отъ одной изъ нихъ, наприм$ръ- первой, должны быть неизмфнны, 
если такая связь соединяеть % точекъ, то она приводит, къ 


2-1) -=3н—5 


равенствамъ между координатами этихъ точекъ. Наконець, связи могутЪ 
зявисбть оть времени; такъ напримфръ, указанная выше поверхность мо- 
жеть измЪнять <" теченемъ времени какъ свое положене, такъ и св0ю 
форму; тогда уравнете ея будетгъ 
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Связи, выражаемыя равенствами, называются уберживающими, а ‘выража- 
емыя неравенствами (не исключающими равенстпь) называются чеудержн- 
вающими, ибо для тЪхъ положен, при которыхъ связь приводить къ не- 
равенствамъ, она не стёсняетъ движенй точекъ. Итакъ, если система со- 
стоить изъ # точекъ, то въ общемъ случаЪ удерживающая связь выра- 
жается рядомъ равенствъ вида: 


У 5) 


# вь случаз неудерживающей связи н®которыя или ясВ эти равенства за- 
мЪняются неравенствами вида: 


Ге у» 1,020 (62) 


Если связь не зависитъ отъ времени, то соотвфтственныя выражен/я будутъ: 
2) =0 (53) 
1) 20 (54) 


Ра, ура, 


тьуь 


Необходимо имфть въ виду, что связи, зависящя отъ времени, могутъ 
явиться источниками или ноглотителями энерми и привести къ нарушено 
принципа сохраненя эвергм. Всл®дстве этого тая связи можно вводить 
въ разсмотрбне только тогла, когда можио точно указать происхождене 
энерми, развиваемой связью, или можно указать тФла, которымъ эта энер- 
(я передается. Связи, зависящя отъ времени, оказываются полезными при 
разсмотрёнм движеня такихьъ группъ тЪлъ, гдЪ движене однихъ тФлЪ поч- 
тн не отражается на движенм другихъ, пб причин большой массы пос- 
лЪднихъ или особаго дФйствя на нихъ еше нфкоторыхъ тфлъ. 'Гфла, дви- 
жене которыхъ оказывастся весьма мало зависимым отъ движения другихъ 
тЪлъ, и вытодно разсматривать какъ преграды и связи, зависящы отъ 
премени. 

5 24. Возможныя перемёщешя. Положимъ, что система и точекъ 
связана посредствомъ р зависищихь отъ времени связей, удерживающихь 
и неудерживающихь, и приводящихь къ у условымь вида (51) и {52): 


я 
\л 


=, 0... = 0 { 


причемъ будеть 
ч7Ь 


Всякое услове удерживающей связи / = 0 всегга ограничияаеть не толь- 
Ко положеня, но и скорости точекъ системы. Дъйствительно, взявЪ пол- 
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ную производную по времени отъ первой части равенства (51), представ- 
ляющей постоянную величину, равную нулю, найдем: 
г А 

0 (56) 


И 
Зе Ро 


Точно также указанное услове ограничиваетъ и ускоренйя точекъ системы; 
взявъ , полную производную по времени отъ первой части равенства (56}, 
получим: 


чи, Инк 
Ты: ук [Е 


тдВ член К зависитъ только отъ времени, координатъ и проекщй скоро- 
етей вс®хЪ точекъ, положення которыхъ ограничиваются равенствомъ (51). 
Точно также это услове ограничиваеть ускорешя второго и высшихъ ло- 
рядковъ. 

Когда хотя бы одно изъ условй неудерживающей связи вида > 0 
обращается въ {> 0, то говорятъ, что связь ослаблена; когда же веЪ ус- 
ловя связи вида ’>0 и всб обращаются въ неравенства {> 0, то го- 
ворятъ, что связь безбъйествуеть, и что точки системы сошьли со связи; 
когда же всЪ услошя связи сохраняютъ видъ раненствъ, то голорятъ, что 
точки системы лежази на связи, или что связь напряжена или дъйству- 
чтъ. Если связь ослаблена или бездЪйствуетъ, такъ что {>> 0, то полная 
производная по времени отъ { можеть быть произвольной величиной, ибо 
Г можеть и возрастать, и уменьшаться, и оставаться постоянной; посему 
указанное услоше бездЪйствующей или ослабленной связи не налагаетъ ни- 
какихъ ограничен на скорости и ускореня точекъ системы. Но если {= 0 
то функшя р можеть только или возрастать, или оставаться постоянной, а 
потому полная произволная по времени оть { должна быть больше или 
равна нулю: 


:е 


это услоше ограничивает, тотда скорости точекъ системы, Если теперь 


> (9! 


У (а; 


(59) 


то полная производная но времени отъ первой части этото неравенства 
можеть быть произвольной величиной, ибо эта часть можеть и ‘увеличи- 
ваться, и уменьшаться, и оставаться постоянной; слФдовательно, въ этомъ 
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<лучаЪ разсматриваемое услоше связи не огранизиваетъ ускоренй точекъ 
системы. Но если 


5) 
Пи) ри =о (6 


то первая часть этого равенства можеть или только возрастать, или 
только оставаться постоянной, а потому полная производная по времени 
части должна быть больше или равна нулю: 


с (0 Г, 
ии Ни 


4Е>0 (61) 


это услове ограничиваетъ тогда ускореня точекъ системы. Если точки 
системы не сходятгь со связи или связь не слабнетъ, то, кром$ равенства 
(60), будетъ соблюдено также услове: 


{62} 


Дъйствительно, сслибъ усломе (6°} замфвилось бы (59), то функий Г уве- 
личилась бы оть нудя до {>> 0, н связь ослабнула бы или точки системы 
сошли бы со связи; еслибъ услове (62) замфнилось бы неравенствомъ 


8 4- кро (63) 


то первая часть равенства (60) сдфлалось бы больше нуля, а слдовательно 
онять получилось бы {2 0 и ослаблеше или бездЪйстве связи, 

Всякая группа скоростей точекь системы г, ‚и, , #; .в, ‚ проекции 
которыхъ на оси прямоугольныхь координат удовлетворяють всфмъ 4 
услошямъ связей вида (56} и (58), называется совокупностью возможных ь 
скоростей внетемы. При такихъ скоростяхъ точки системы мотутъ въ 
течее безконечно малаго промежутка времени А! совершить въ направ- 


леныхъ этихъ скоростей элементарные пути 


г» д! 


АЯ = и АА А... А 


которыя называются возмоменымн перемтщенями вистены. Проекши 
этихъ перемьщенй на оси координат будуть: 


=: ДБ 


АВЕ ЛИ АЙ АЕ 2 


Диз, №... А ть А 


м 
Умноживь 06% части выраженй (56) и (58) на ДЬ, найдемъ, что какъ 
зсякое услоше Г-= 0 удерживающей или неудерживающей связи, такъ и 
всякое услове { > 0 неудерживающей (если только вт, данный моменть 
Е=0) ограничиваютъ возможныя перемфщеня системы, ибо въ соотвЪт- 
ственныхъ случаяхъ имфемъ: 


(АТ а, АИ (64) 
в (ль ли ла) а 20. 6 


Т% переиъщеня, которыя не удовлетворяютъ всмЪ 4 усломямъ (64) и (65) 
и ведуть къ разрушению связей, называются невозможными. Тъ безко- 
нечно малыя перемфщены, которыя получаются за элементь времени въ 
двйствительномь движени системы, представляютъ, очевидно, одну изъ 
совокупностей возможныхъ перемфщеншй системы; въ отлище отъ вообра- 
эюаемыхь возможныхь перемъщенй ихъ будемъ обозначать черезь ,, 
4,....„, а проекщи ихъ на оси кординатъ черезь 4х, ул, Чёт, Ч ...- 
4=„ . Возможныя перемфщеня, при которыхъ всЪ связи остаются напря- 
женными или дЪйствуютъ, называются удерживающими перелаьщенями 
всф усломя, ограничивающия эти перемЪщеня, принимаютъ видъ равенствъ 
{64). Если система имфетъ только однф удерживающя связи, то всЪ пере- 
мЖшеня ея будутъ удерживающими. Возможныя перемфщеня, при кото- 
рыхъ хотя бы одна связь слабнетъ или начинаеть бездЪйствовать, можно 
назвать освобождбающилми перемьщенями. 


Возможныя скорости и ускоренмя, соотвЪтствующЯ удерживащимъ 
перем®щенямъ, можно также назвать удероюизелощими споростями и 
уекоремялии всф условя, ограничивающ эти скорости и ускореня, при- 
нимають соотвтственно видъ равенствъ (56) и (57). 

$ 25. Возможныя вара. Предложимъ пока, что въ нфкоторый 
моментъ’ времени } = ти при данномъь лоложенши системы точекъ всЪ 


связи ея перестали зависфть отъ времени. Тогда условя связей будутъ въ 
соотвЪтственныхъ случаяхъ вида; 


РИ т и 66) 
или 

(м ит, т, . (67) 
146 т= 005. Возможныя перемыщеня 63, 28;, 68;....65, точекъ систе“ 


и 


мы, которыя могутъ быть получены, въ этихъ новыхъ условыхь, налыва- 
ются возможными варфацёями системы. Такъ какъ теперь функшя Е 
не зависитъ явно оть времени, то имфемь 


и _ 
и = 68) 


а потому условы (64) и (65) въ соотвтственныхь случаяхь даютъ слёду- 
ющ ограничены для возможныхь варацй, проекши которыхъ на оси’ ко- 


ординать обозначаемъ черезъ бд, бИ,, ба, бт, .... ва, : 


(И бу Е Иы) 0 69) 
с Е (16) 


По аналоци съ возможными и невозможными перембщенями возможно 
установить понятя невозмомжныхь варац системы,. а также варащй 
уберживающить и освобокдающить. ВсБ усповя, ограничивающ удер- 
живающ варащи, принимаютъь зидъ равенствъ (69). Точно также по ана- 
лоЦи съ возможными скоростями и ускоренями точекъ системы можно 
установить поняя возможныхь варанюнныхь скоростей и ускоренй, 
которыя, согласно выраженямъ (56}, (58), (57) и (61), ограничиваются въ 
соотвЪтстненныхъ случаяхъ ‘условями вида: 


ки ии) = @ 
у а 
В из) 
и 
и, Мл: 
(Феи, Як =0 (23) 
Е 
ууу ны) В 20 99 


Наконецъ, удержизающимъ варащямъ системы соотвтствуютъ уберживи- 
ия чарииионныя скорогти и уекоренйя; всф усломя, ограничивающы 
Эти скорости и ускореня, принимають соотьфтственно видъ равенствъ 
{71) и (73). 

Сравнивая данныя настоящаго и предыдущаго параграфовъ, приходимъ 


къ заключеню, что только въ томъ случаЪ, когда связи системы не зави- 
сять оть времени, всЪ возможныя перемЪщеня, скорости и ускореня 
системы могутъ быть соотвтственно тождественны съ возможными вара- 
щями и возможными варащонными скоростями и ускорещями этой системы. 

$ 26. Принцииь Даламбера. Положимъ, что н®которая система п 
матеральныхь точекъ, массы которыхъ пи, т», 21; .... Ив, и которыя подчи- 
нены р связямъ, движется подъ влянемЪ на эти точки внЪшнихътЪлъ и массъ, 
силы дьйстыя которыхъ (равнодфйствующыя)  обозначимъ соотвЪтственно 
черезъ Р,Р,, Рз....Р, ‚ а проекщи ихъ на оси прямоугольных коорди- 
натъ обозначимъ черезъ Х,, У, 7, Х,....Й,. Такъ какъ связи въ ДЪй- 
ствительности осуществляются при помощи извжстныхь тЪлъ, то вжяне 
каждой связи на каждую точку систему будегъ измфряться соотя®тственно 
силами 


В, Вь.... Йв; 
№ Ва... В 
Пр в. Пр, 


проекщи которыхъ на оси обозначимъ черезъ {7, Р, И” съ соотвтствен- 
ными двойнымя значками; эти силы называются реакцёями связей. Равно- 
дДЪЙйствующ всфхЪ реакцй, дЪйствующихь на каждую точку системы, 
обозначимъь соотв®тственно черезъ Н,, Р,, Я,.... В, ‚ а проекщи ихъ 
на оси черезъ И, Г, 17, 0, . \/,. Если реакщи связей отнести къ 
числу дьйствующихъ на точки системы внфшнихь силъ, то каждую точку 
системы можно разсматривать какъ свободную, а потому, согласно выра- 


женямъ (50), уравненя движеня всЪхъ точекъ системы будутъ: 


ее 
т, ре 


Хим, \ 


Н.... 


фу, иг | 
тп ЗУ, ВР, = У, Га, 4-Г....+ Тр 


(15) 
у , р . 
У И 
Внфшныя силы Р,,Р,.... Р, должны быть заданы, и тогда, для возмож- 


ности интегрированя уравненйй (75), реакщи связей должны быть опредё- 
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лены на основани указанныхъ заданй, къ чему въ дальнЪйшемь и при- 
ступимь. 


ВнЬшная сила Р; ‚ дЪйствующая на какую-либо {—ую матеральную 
точку Г системы (фиг. 3), складываясь по закону параллелограмма съ реакщей 
всфхь слязей на эту точку №, ‚ даетъ равно- 
АВИствующую 0; , которую можно назвать 
дъйствуощей силой, и которая и опредвляетъ 
действительное ускореше въ движени точки 
(уравненя 75). Разложимъ (по закону парал- 
лелограмма} ви шнюю силу Г; на дв состав- 
лящихъ такъ, чтобы одно изъ этихъ составля- 
ющихъ оказалась дЪйствующая сила &; ;другой 
составляющей тогда будетъ нкоторая сила 5; , 
Изъ параллелограмма М ОА С сидуетъ, что 

$: ыы отрЪзокъ М Р, выражающий силу 5, ‚ равенъ 
Фиг. 3. и параллелень отрфзку С 4; но изъ парал- 
лелограмма М Л {' В сафдуеть, что этотъ отр№зокъ С`.1 равенъ и параллелень 
отрёзку М В, выражающему реакцио 1; ; сл5довательно, силы 8; ий, „ДЬЙ- 
ствующй на матеральную точку, по величинф равны, а по напразленю 
прямо противоположны. Итакъ, только составляющая @, внфйшней силы 
Р, производить дЪиствительное движене матеральной точки‚а составляющая 
^, уничтожается или уравновышивается реакщей связей Л, и никакого 
вляны на движенще точки не оказываетъ. Поэтому составляющую 8; назы- 
ваютъ ломерянной силой. Тоже самое отнотится и ко всёмъ остальнымъ 
точкамъ системы, откуда получается слЪдующее замжчательное начало, 


открытое „{а. млюероль: 


НПотерянныя силы уравновтинваются при помощи реак свя- 
зей системы. 


Необходимо замфтить, что при одномъ и томъ же движени системы 
матеральныхъ точекъ, производимомъ однфми и тфму же движущими силами 
9,9, - 9, ‚ уравнов®ситься могутъ различныя совокуийности сил Я: 
,....8,, которыя тогда окажутся потерянными, такъ что одно и то же 
движене системы можеть происходить подъ дФйстшемъ различныхь с080- 


купностей внЪшнихь силъ Р,, Р, .... В, - 


$ 27. Идеатьныя ввязн. Элементы всякой совокупности уравноифши- 
вающихся потерянныхъ снль зависять отъ расположеня и геометричес- 
Кихъ свойствъ связей въ каждый моментъ времени. Однако. при дФйстви- 
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тельныхь, реальных связяхь эти элементы зависить еще самымъ сущес- 
твеннымъ образомъ отъ рода движенйя системы и отъ физическихъ свойствъ 
связей, какъ то: ихъ формы, вида, упругости, тренй, массъ и пр.; дЪйст- 
вительно, движущя силы @,, ©, .... 9, производятъь движеню матераль- 
ныхъ точекъ системы, а потерянныя силы должны соотвфтственно пере- 
двигать при этомъ подвижный связи системы (кромф подвижных преград), 
а потому эти силы будутъ зависЪть отъ массь связей и ихъ другихъ свой- 
ствъ. Но принять сразу во внимане вс эти свойства связей было бы весь- 
ма затрудительно, даже невозможно. Посему въ динамик® предварительно 
разсматриваются только такя связи, которыя имфютъ только свойства об- 
щя всъмъ связямъ, независимо отъ ихъ спещальныхь свойствъ въ 
домъ отдфльномъ случа, такъ что не принимаю’ 
трене, величина массъ связей и т. п., и предполагается, что независяция 
отъ времени подвижныя связи не могутъ приходить въ соприкосновеше и 
взаимодЪйстие другъ съ другомъ и ни съ какими другими внфшними т5- 
лами и массами, кромф матеральныхьь точекъ системы; относительно же 
зависящихь отъ времени нолвижныхь связей предполагается (дабы не нсту- 


я въ расчеть упругость, 


ить вь противорёще сь закономъ сохраненя знерми), что хотя он® и 
могутъ принимать отъ постороннихъ тФлЪ или отдавать имъ живую силу, 
но что дьйстве этихъ тЪлъ на эти связи ни вт, чемъ другомъ больше пе 
сказывается, и что эти связи во всЪхъ другихъ отношель 
отличаются отъ связей отъ времени независящихъ, 


ь вичфмъ не 


Связи, удовлетворяющие всёмъ поставленнымь зд®сь требовамямъ. 
называются ибенльными. Если въ н®которыхъ случаяхъ явится необходи 
мость принять во внимаше спешальныя свойства дЪйствительныхь связей, 
то это можетъ быть достигнуто отнесешемь къ числу задаваемыхъ внЪш- 
нихъ сил Г, Г, .... Р, еще особыхь силь, рождающихся велфдстве 0са- 
быхъ свойствъ связей, или замЪной связяй нфкоторыми системами матер!- 
альныхъ точекъ, но связанныхь уже идеальными связями. 


При идеальныхъ связяхъ элементы какой-либо совокупности уравно- 
вшивающихся потерянных силъ не могутъ зависВть отъ особыхъ свойствъ 
связей (за отсутстиемъ таковыхъ свойствъ); по точно также въ этомъ 
случаЪ эти элементы не могутъ зависть и отъ рода движеня системы, 
такъ какъ потерянныя силы теперь не будутъ расходоваться на передви- 
жене подвижныхъ связей. ибо массы этихь связей равны нулю (кромф 
подвижныхь преградъ, имъющихь свое собственное движене): но такь 
какъ въ настоящемь выводв не вс обстоятельства приняты . во внимаше 


(нипримбръ, направленя скоростей), то слфдующее изъ этого вывода пою- 
женю выскажемъ только въ видЪ гипотезы: 
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Гипотеза №. Элементы велкой совокупности уравновыщивающих- 
ся потерянныхь силъ при идеальнихь связахь системы зависять цеклю- 
чаительно оть расположеенйя и гоометричеекихь свойств этихъ связей 
88 гаждый моменть времени. 

Это есть послёцняя гипотела, которая вводится въ динамику. 

$ 28. Реанщи идеальныхь связей. Положимъ, что система и мате- 
`Мальныхъ точекъ связана одной идеальной связью, выражаемой въ общемъ 
случаЪ г условями вида (51) и {52): 


й=6 #29....Р 


(76) 


зависящими явно отъ времени. Положимъ, что при движени системы по- 
терянныя силы вЪ данный моменть времени { = т будуть), 5... 
гласно началу Даламбера, эти сили вызовутъ реакщи связей на точки сис- 
темы Я, Л, .... В», которыя будуть соотвтственно равны потеряннымъ 
силамъ 8, 8; .... 8, , но по направлещямъ имъ прямо противоположны. 
Предположимъ теперь на время, что въ указанный моментъ времени { 
‹овершенно уничтожена зависимость связи отъ времени, а точкамъ системы 
сообщена одна изъ совокупностей удерживающихъ варащенныхь скорос- 
тей (что ‘теперь возможно), проекщи которыхъ, должны удовлетворять г 


равенствамь вида (71): 


{77} 


наконець, предположимъ, что къ точкамъ системы приложены такы движу- 
й связи, заставятъ точки сис- 


нуя силы, которыя однЪ, без, помощи реакщ 
темы остаться на связи и описать одну изъ совокупностей удерживающихь 
варащй (въ направленяхъ сообщенныхъ точкамъ удерживающихь вараце 
онныхъ скоростей). 

расположеше и теометри- 


Очевидно, что въ моментъ времени ! 
ческы свойства связи въ дфиствительзомъ движенм системы и въ новомъ 
предполагаемом однЪ и ТВ же; посему, согласно съ гипотезой 1, если 
вЪ новомъ движеми системы къ точкамъ ея соотвётственно приложить, 
Кром только что указанныхъ движущих силъ, еще совокупность ранфе 

4+ 


та эти силы также окажутся потерянными и 


указанныхь силъ 5, 5,.. › 
уравнов%сятся соотвфтственно съ вызвазнымя ими реакщями связи, кото- 
рыя поэтому будутъ внолн% тождественны съ реакшями 72, №,.... Ё, ДЪЙ- 


ствительнаго движеня системы. 

Пусть за элементъ времени ^/ описанныя матеральными точками сис- 
темы удерживаюцщия варащи въ новом движени, будутЪ 2, 2^,.... йа 
проекщи ихъ на оси прямоугольныхь коорлинать &л, 4, 221, 
гласно закону совмфстной передачи живыхъ силъ, связь потеряетъ и лере- 
дастъ за указанный элементъ времени первой матеральной точкЪ живую 
силу 


В, соз (В, 25) 29. (78) 


Вторая точка получить за эта время также потерянную связью живую 
силу 


603 (Пы 24а вы (79) 


ит. д. Полная живая сила, готерянная связью и переданная веВмЪъ » ма- 
теральнымъ точкамъ системы за элемементь времени 51 въ новомъ дви- 
женщи, будет 


У Пед» (11, 15) 83 (80) 


Всякая внутренняя идеальная связь представляеть идеальное тЪло или труп- 
пу идеальныхъ тблъ, соединенныхъ навфстнымъ образомь между собою. 
Согласно условю, массы всЪхъ частей такой связи равны нулю, а потому 
живая сила такой связи при какомъ угодно дьижени система равна нулю. 
Если эта связь еще ие зависить отт, зремени (какъ это имфетъ мЪсто 
при варацюнныхь движеняхъ), причемъ она не можегь приходить въ со- 
прикосновене и взаимодЪйстве съ выЪшними тфлами и массами, то она 
не можеть и заимствовать извнЪ ини отдавать наружу никакой живой с® 
лы. Поэтому такая связь не можетъ ни сообщить всей совокупности ма- 
теральныхъ точекъ системы какую-либо живую силу, ни отнять ее оть 
нихъ, а можеть только передавать живую силу оть одной матер!альной 
точки системы къ другой. 

Точки системы мотутъ также лежать непосредственно на идеальныхь 
преградахъ—поверхностяхъ, линыхъ и точкахъ; но такъ какъ при вар- 
цюнныхъ движеныль системы необходимо считать всь точки такихъ прег- 
радъ ибедлющно неиодвижными, то отсюда слфдуетъ, что оть такихъ 
преградъ не только вся совокупность матеральныхъ точекъ системы, но и 
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каждая точка въ отдфльноста не могутъ получить никакой живой силы, а 
равно и не могутъ отдавать таковой этимъ преградамъ. 

Наконець, связь можеть представлять комбинацю преградъ и по- 
Движныхъ связей, подобныхъ внутреннимъ; но по указаннымъ эдьсь причи- 
намъ (или массы однзхъ частей связи равны нулю, или друця части ея 
абсолютно неподвижны) и оть такой связи, при варацюнныхь движеняхъ 
Системы, точки послфдней не могутъ получать живой силы или отдавать тако- 
вой указанной связи. Связи двухь послднихъ категорй относятся къ 
внЪшнимъ. 

Итакь, какова бы ни была связь, при новомъ варацюнномъ движени 
всегда имЪфемъ: 


(81) 


$ В ео (П, 85) 83 


а въ случаЪ, если точки системы прямо лежатъ на преградахъ, это ра- 
венство распадается на рядъ отдфльныхъ равенствъ, которыхъ въ общемъ 
случав, по числу точекъ системы, будетъ п: 


Л, соз (Г, = 0 


2 "оз (Ву 25) 29, == 0 
} (82) 
Пи воз (Ни, 2) 28 = 0 
откуда слфдуетъ: 
(1.25) =90% (ЛЬ р = 90%... (Кн, бви ) = 90% (83) 


Послёды!я равенства показываютъ, что реакщи неподвижной лини перпен- 
дикулярны къ ней въ любой ея точкЪ. Такъ какъ реакци В, Н, .... Й, 
разсматриваемаго варанюннаго движеня вполн® тождественны съ реакщ- 
ями ДЪйствительнаго дьижены системы, то и реакщи подвижной и измЪня- 
ющейся лини въ каждый моментъ времени будутъ перпендикулярны къ 
ней въ любой ея точк®. 

Все сказанное относительно даниаго зарашоннаго движеня 
приложимо къ движенямъ, съ такими же потерянными силами 
же реакщями связи, по вофмъ р5шительно совокупностямъ удерживающихь 
варац®, такъ что равенство (81) сираведливо для всёхЪ совокупностей 


Удерживающихь варашй, проекщи которыхь должны удовлетворять слЪду- 


вполно 
и такими 


ющимъ г равенствамъ: 


(84) 


Точно также, если точки системы лежатъ на нЪзкоторой поверхности, ра- 
венства (82) и (83) справедливы для всёхъ удерживающихь варашй, 
и тогда равенства (83) показываютъ, что реакщи неподвижной поверхиости 
перпендикулярны къ ней въ любой ея точкЪ. На основании указаннаго тож- 
дества реакщй дЪйствительнаго и разсматриваемыхъ варащюнныхь движенй, 
можно сказать, что и реакщи подвижной и измфняющейся поверхности 
въ каждый моментъ времени будутъ перпендикулярны къ ней въ любой 
ея точкЪ. 


Обозначая проекши реакций 7}, Г», .... 1, на оси прямоугольныхь 
координать черезъ 17, Г, И, Г,.... т, ‚ для реБхъ совокупностей 
удерживающихъ варацй, на основам выраженя работы (44), изъ равен- 
ства (81) имъемъ: 


УбМРЫ |- И" (85) 


Это уравнене, амЪстЪ съ равенствами (84}, служить для опредфлещя из- 
в®стнаго числа элементовъ реакши связи, Изъ числа Зи удерживающихь 


варацй координатъ 62, бу, 27, .... 51, можно избрать произвольно 
3н —» в остальныя г опредфлятся изъ равенствь (84) какъ линейныя 
и однородныя функши первыхъ. Если теперь эти х зависимыхъь варацй 
внести въ уравнене (85), то въ немъ окажется только 3 — г независи- 
мыхъ варацй, относительно которыхъ первая часть его будетъ линейна 
и однородна (вторая равна нулю); по правилу неопредЪленныхъ коэффи- 
щентовъ вс$ коэффищенты передъ независимыми варащями въ послёднемъ 
выраженши должны быть равны нулю, что дасть Зи — г уравненй для 
опредфленя Зи элемеитовъ реакцщй связи (7, Г И”, Г... №. 


Но легче произвести исключене зависимыхъ варащй по способу не- 
опредфленныхь множителей. Для этого умножимъ равенства (84) соотв®т- 
ственно на нфкоторые неопредфленные множители 7%, 2, ..., А, И 00- 
томъ вычтемъ ихъ всфхъ почленно изъ уравнены (85); получаемъ: 


(86) 


Множители }., 2, .... }, выберемъ такъ, чтобы г коэффищентовъ у завя- 
симыхъ варащй обратились въ нули; тогда въ выражен (86) останутся 
только члены съ независимыми варащями; коэффищеяты при этихъ вар 
ащяхъ, согласно правилу неопредфленныхь коэффищентовъ, должны рав- 
няться нулю; итакъ, въ результат® оказывается, что коэффищенты при всЪхъ 


варащяхъ въ равенств® (86) обращаются въ нули; отсюда находимъ: 


Слфдовательно, Зв элементовъ реакшй связи выражается черезъ г ие- 


опредфленныхь множителей }, ),....*,, что вполифЪ понятно, ибо для 
полнаго опредфленя реакши еще необходимо знать массы всфхъ точекъ 
системы и дЪйствующия на нихь внЪший силы. Если связь выражается 
только однимъ услошемъ /- 9 или Г. 0, то проекщи на оси ея реак- 


щй будуть: 


р (88) 
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Положимъ теперь, что система матеральныхъ точекъ имфетъ не 
одну, а  идеаленыхъ связей, и требуется опредфлить ихъ реакби на точ- 
ки системы. Для этого на время предположимъ, что всЪ связи, кромЪ од- 
ной, уничтожены, но взамёнЪ этого къ точкамъ системы приложены до- 
полнительныя вншыя силы, вполн% тождественныя съ реакщями уничто- 
женныхъ связей. Тогда точки системы и оставшаяся связь окажутся въ ус- 
ловяхъ зполнф подобныхъ условямъ дфйствительнаго движеня, а потому 
какъ движене системы, такъ и дЪйстые оставшейся связи нисколько не 
измЪнятся, такъ что реакщм этой связи останутся безъ перем®ны, СлФдова- 
тельно, какъ вт новыхъ условыхъ, такъ и при д5йстви всВхъ прочихъ связей, 
реакщи избранной связи будуть опредфляться сооотв®тственными выраже- 
ями (87) или (88). То же самое относится и ко всБыъ останьнымт связямъ 
<истемы, только надо имфть въ виду, что множители }. для всфхъ слязей 
вообще должны быть разные, ибо реакцщи и множители разныхъ связей раз- 
личнымъ образомъ зависятъ отЪ массъ точекь системы и приложенныхь 
КЪ НИМЪ вНЫШнихъ силъ, а также элементовъ другихъ связей. 


$ 29. Уравнешя движевя системы несвободвыхъ матеральныхь 
точевт. Положимъ, что система п матер!альныхь точекъ имфетъ р зави- 
сящихъ отъ времени или независящихъ, удерживающихъ и неудерживаю- 
щихъ связей, приводящихь къ ф условямъ вида (51—54): 


о (89) 


Пользуясь выраженями реакшй связей (87) или (38), уравнешямъ движе- 
ня системы (75) можно придать слёдующ видъ: 


(90) 
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Внфшня силы и ихъ проекщи на оси координать въ общемъ случа® явля- 
ются функщями времени, координатъ, скоростей или проекцй скоростей 
зсвхъ матеральныхь точекъ системы. Посему уравненй {90) представляють 
систему 3 в совокупныхь дифференшальныхь уравнеый второго порядка, 
которыя содержать Зи 4 неизвфстныхь функшй времени 2, у, 2, 

2. . Недостающя дия опредфлемя этихъ неизвфстныхь 
4 уравненй доставить то соображене, что всЪ ускореня системы должны 
быть удерживающими (связь, переставшая дЪйствовать, считается какъ бы 
несуществующей; если же связь ослабнетъ, то условя ея вида {> 0 дол- 
жны быть отброшены}; итакъ, ускореня системы должны удовлетворять 
слфдующимъ у равенствамъ вида (62): 


ох 9 Фу Я #7 
ии ду аа Ра ав) 1 


. [2 г | бу 
дев" ду а 


(91) 


у ве и вы 
ога ду че д: а. 


[А 


Вт, этн уравнены подстазвляемъ значещя проекщй ускоренй изъ равенствъ 
(90) я Получаем тогда 4 линейных уравненй для опредъленя множите- 
. которые найдутся какъ функши времени, координать и 
проекшй скоростей точекъ системы; подставляя эти эначеня множи- 
тедей въ равенства (90), получаемъ систему 3 п совокуиныхь дифферени 
альныхъ уравненй второго порядка съ 3 л неизвЪстными функшями вре- 
мени т, у, 2,7. т, Интегрироване этихъ ураяненй введетъ 6 92 по- 
стоянныхъ, которыя я омрещыятся по даннымъ начальнаго положенй и на- 
чальнымь скоростямъ системы. Посл интегрированя координаты +, и. =, 
2... .21и проекщи скоростей х’, у’, 2, д я буВутъ выражены какт, 
извфстныя функщи времени; слёдователено, тогда, и множители 
И и проекщи реакщи вс®хЪ связей можно выразить какъ извёстныя ‚ фун- 
кым времени. Необходимо замЪтить, что пеудерживающая связь не можеть 
оказывать такихъ реакшй, которыя препятствовали бы точкамъ системы 
получить такое движене. при которомъ нёкоторыя условя связи получали 
бы видъ /> 0: посему, какъ только вычислене обнаружить зозникновене 
такихъ реакщи, то надо считать лаиную связь ослабленной или бездьй- 
ствующей и отбрасывать въ первомъ,случа% соотеътствующи усломя {> 0, 


а во второмъ случа считать связь какъ бы несуществующей, пока точ- 
ки системы опять не вступятъ на эту связЪ или, въ первомъ случаЪ, пока 
связь опять не окрьпнетъ (отчасти или вполн$). Въ слЬдующемъ парагра- 
фЬ будетъ указанъ общй аналитическй признакъ, указывающ на ослаб- 
леше или бездьйстве связи. 

Равенства (90) называются уравненялми „Таграноюа перваго рода; 
эти уравненя могутъ быть положены въ основаще всей динамики; поэтому, 
разъ эти уравненя получены, нЪть надобности вводить въ динамику еще 
какя-либо новыя гипотезы, сверхъ четырехъ приведенныхь раньше. 

КромЪ способа предыдущаго параграфа, для опредфлешя совокупнаго 
дДЪЙсТИя всхъ связей на точки системы можетъ служить еще слфдуюний 
премъ. Изъ предыдущаго видно, что при всякомъ варацоюнномъ движени 
системы совокупность ея матеральныхъ точекъ ни отъ одной идеальной 
связи не получаетъь живой силы и не отдаетъ ей таковой; слЪфдовательно, 
эта совокупность точекъ не получаеть живой силы и отъ всей совокуп- 
ности идеальныхЪъ связей и не отдаетъ ей таковой. Принимая для реакций 
связей въ дЪйствительномъ движенм системы и для ихъ проекшй на оси 
обозначены 26-го паратрафа и принимая во внимане выражены (85) для 
всфхъ связей, для соотвЪФтственнаго приращения живой силы всей совокуп- 
ности матеральныхъ точекъ, при движени по всфмЪ совокупностямъ удер- 
живающихь варащй съ потерянными силами и реакцями дЪйствительнаго 
движеня, находимъ: 


ЗЕЕ У И) = 0 (92) 
При р связяхъ, выражаемыхь у условями (89), проекщи удерживающихь 
варашй должны удовлетворять слёдуючцимь 9 равенствамъ: 


(93) 


[а 


СлЪдовательно, независимыхъ удерживающихь варащй координатъ будетъ 
только Зи -— 9, иричемь Зи — 4 называется числомь степеней своболы 
системы матеральныхь точекъ. Примзняя къ равенствамъ (92) и (93) ‹по- 
собъ неопредЪленныхь множителе 
проекшй всЪхъ реаышй связи 


‚ получаемь слёдующя выражены дя 


(94) 


ри 


откуда слФдуютъ уравнешя движеншя системы (90)” Однако, этотъ выводъ 
имфетъ тотъ недостатокъ, что онъ даетъ только проекщи равнодЪйству- 
юшщихъ реакшй на точки системы, а не даеть проекши реакшй каждой от- 
дЬльной связи, ибо множители каждой связи } зависятъ, какъ это видно 
изъ уравнешй (90) и (91), отъ элементовъ вс®хъ другихъ связей. 


Предположим" 


что вм®сто » дЪйствительныхь идеальныхъ связей, 
приводящихь къ 4 усломямъ {89), система имфету, такя новыя идеальныя 
связи, изъ которыхъ каждая осуществляетъ только одно изъ условй {89}; число 
этихъ новыхъ связей будетъ 4, н каждой такой связи соотвЪтствуетъ толь- 
ко одинъ множитель >. Составивзъ теперь уравнешя (90) и (91), убЪжда- 
емся, что, при соотвфтственно одинаковых» скоростяхъ точекъ въ соотвфт- 
ственно одинаковыхъ данныхъ положеняхъ системы, множители %., А». 


въ обоихъ случаяхьъ будуть впоян% тождественны; слфдовательно, будутъ 
также вполнф тождественны равнодЪйствующ реакцй на точки, а потому 
будуть впоинф тождественны въ обоихъ случаяхъ движеня данныхъ мате- 
Мальныхъ точекъ. Реакшя каждой дЪйствительной связи на каждую точку 
системы будетъь частной равнодЪфиствуюшей всЪхЪ соотв фтственныхь ре- 
акщй новыхъ связей, замфняюшщихь дЪйствительную. Итакъ, всегда воз- 
можно замънить сложныя въ аналитическомъ отношенм связи болфе прос- 
тыми, реакщи которыхъ опредфляются выраженями вида (88). 


$ 30. Мвожителя иеудержазающихь связей. Замфнимь р дЪИстви- 
тельныхъ идеальныхъ связей системы, приводящихь къ у усломямь (89), 4 
простБйщимы идеальными связями, изъ которыхъ каждая осуществляет 
бАно изъ условй (89); движене матеральныхъ точекъ тогда не измЪнится- 
Положимъ, что одна изъ новыхъ неудерживающихь связей осуществляет» 
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услове />_6, которое на возможныя ускореня системы налагаеть огра- 
ничеше: 
ИНЬ, 
д | д" 9:7. 
Обозначимъ черезъ №, ь....Р, соотвётственно приложенныя ко всем, 
точкамъ системы равнодЪйствующя всъхъ выфшнихЪ силЪ и всфхъ реак 
вовыхъ связей, кром® указанной связи съ услощемъ /_>. 0; проекши этих 
равнодёйствующихь на оси координатъ обозначимь черезь №, В. Сь 4, 

6 . Еслибъ ускорешя, сообщаемыя точкамъ системы такими силами, 
сами по себЪ выполняли бы вышеприведенное услоше: 


„1 


1 (а ви око 


то связь Ё не оказывала бы никакой реакщи или даже совсБмъ бы ослаб- 
ла. Если же окажется 


р р . 
И бы. 9 Е кко (95) 

т 0% | бу 0211! 
то ускореня, сообщаемыя точкамъь системы силами №, №. -Р,, прел- 


ставять совокупность невозможныхь ускоренй. Для того, чтобы изм®- 
нить эти ускореня изъ невозможныхъ въ возможныя, связь / должна быть 
напряжена и оказывать на точки системы извЪстныя реакщи; проекщи 
этихъ реакцй опредфлятся выраженями (88), и уравненя движеня систе- 
мы (90) принимают видъ: 


у = Я, -|- 


{96) 


бы 
бу’ Тот 
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Подставляя въ это равенство значеня проекшй ускоренй точекъ изъ 
уравненй {96), получаемъ: 


; 97) 
хи [| 


что, на основани услошя (95), представляеть положительную величину. То 
же самое относится и ко всфиъ другимъ новымъ неудерживающимъ связямъ. 
Но такъ какъ ясф множители & при дЪйствительныхь связяхь системы 
вполнф тождественны съ множителями новыхъ связей, то приходимъ къ 
заключению, что всЪ множители какихъ угодно неудержнвающихь идеаль- 
ныхъ связей, относящеся къ неравенствамъ выражены этихъ связей, дол- 
жны быть положительны; только при бездЪйствм или ослаблены связи с0- 
отвфтственные множители обращаются въ нуль. СлФдовательно, какъ толь- 
ко уравненЯ (90) и (91) обнаружатъ, что какой либо множитель ). вачи- 
наетъ принимать отрицательное значене, то сейчасъ же соотвЪтственное 
услоше связи или всю связь (приводящую къ одному только условю) надо 
считать какъ бы несуществующими, пока эта связь опять не окрёпнетъ, 
или пока точки системы опять че вступятъ на связь. 

Множители 2, относящщеся къ удерживающимь связямъ или къ равен- 
ствамъ неудерживающихь, могутъ получать произвольныя значеня, ибо 
эти связи или замёняюшМЯ ихъ новыя простЪйшя делжны оказывать соот- 
вЪтетвенныя редки ие только тогда, когда первая часть выражен (95) от- 
рицательна, но и тогда, когда она положительна. 

$ 3:. Дайстью и противодфНетые. Положимь, что два тЪла 1, 
(фиг. 4} соприкасаются по поверхности 1/ У. Выд®лимъ мысленно изъ обоихъ 
ТЪлЪ два безконечно малыхл, объема и ри тол 4, лежащихъ на границахь 
тфль и соприкасающихся между собою ло злементарной площадкВ тп 
общей площади соирикосновешя обоихъ тЪлъ. Вслфистие безковечной ма- 
лости выдфленныхъ объемовъ, ихъ можно 
считать матеральными точками Аи В, 
принадлежащими соотв®тственнымъ т5ламъ. 
Предположимъ далфе, что въ течене безко- 
нечно малаго промежутка времени (!, при 
движени обоихъ тьлъ, оба указанвыхъ 
объема, продолжая оставаться на поверх- 
ности тЪль, соприкасаются между собою и 
описывають общщй элементарный путь 4. 
Реакця В, тЪяа И на матеральную точку 
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А, согласно сказанному въ 28-мъ параграф? (равенства 83), будетъ перпен- 
дикулярна элементу поверхности т п. Точно также реакщя Й., тзла | на 
матеральную точку В будетъ перпендикулярна этому элементу. Но реакци 
Л, и 1, представляютьъ въ тоже время силы взаимодЪйстем между мате- 
ральными точками Аи В; итакъ, эти силы взаимодЪиствя по направлен 
прямо противоположны, 

Материальная точка 4 вступаетъ во взаимодЬйстве съ матеральной 
точкой Ви съ тфломъ 1, а матеральная точка 2}—съ матеральной точкой 4 и 
съ тёломъ [. По закону совмфстной передачи живыхъ силъ матеральная 
точка -1 получить за вышеуказанный элементъ времени отъ матергальной 
точки В живую силу 


Л, со» (К, @) & 


которую эта точка потеряетъ; но на томъ же основанм надо сказать, что 
материальная точка В получить за тотъ же элементъ времени отЪ точки 
4 живую силу 


ЛЬ с08 (Пу, 48) 45 


имфемъ: 


(Пь @) == 180% — (Та, 8) 
а потому живая сила, полученная матеральной точкой В отъ .1 будетъ 
— 14 00 (В, 
такъ что въ сущности матеральная точка В потеряетъ живую силу 
Ть воз (В, 45) 5 
которую и получить точка .1. Сравнивая съ вышенайденнымъ, имфемъ: 
В, соз (НП, 4) 65 = То а, ) & 
откуда 
В, = В, (98) 


Полученный вывошь совершенно не зависить отъ продолжнтельюсти вз 


имодЪйссвы ! объихъ матеральныхь точек и будетъ справедлив» п03- 
тому, вь предъл\, лаже при ихъ мгновенномь 
найденное положеше можно формулировать такъь: 


Силы взаьмодьйств я ‘некду кождыми овумя воприкасающимиея 


соприкосновенм  Итакъ, 
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злементами али матеральными точками бвухь пибль по величию 
равны, а по направленйо прямо противополомены. 

Предложеше это носитъ назваше закона дЪйстый и противодьйствй 
или закона нзаимодфйствЙ. Дадимъ еще одно доказательство этого закона 

ДвЪ соприкасающся матеральныя точки слЪдуетъ разсматривать какъ 
<оединенныя неудерживающею связью; однако, пока это соприкосновене 
происходить, связь можно разсматривать какъ удерживающую; услоыя ея 
тогда выразятся тзмъ, что координаты обЪихЪ точекъ за все время сов- 
мфстнаго движешя или покоя соотвтственно равны, что даетъ: 


= —2=0 ру ф—ф№=0 д=Аф=0 (99) 


посему проекши обфихъ силъ взаимодфйствя на оси координатъ будутъ: 


{100) 


т. е. соотвфтственныя проекщи по величинЪ равны, а по направленю пря- 
мо противоиоложны; поэтому и силы взаимодЪфйстыя двухъ соприкасаю- 
щихся матеральныхь точекъ всегда но величивЪ равны, а по направлено 
прямо противоположны. 

Наконецъ, законъ дЪйстий и противодьйствй можно доказать, пред- 
полагая матеральныя точки помфщенными въ центрахъ двухъ соприкаса- 
ющихся шаровыхъ поверхностей (связь неудержизающая), или принимая 
ихъ связанными (временно} неизмфннымь идеальнымьъ стержнемъ, и пере- 
ходя въ обоихъ случаяхъ въ предълЪ къ непосредственному соприкоснове- 
но самихъ материльныхъь точекъ. 

Въ физикв принимается и ‘во многихъ случаях доказывается законъ 
ДЪИСТиЙ и противодЪйствй для тфхъ дЪйстый, которыя происходять на 
разстоянии, т. е. черезъ посредство скрытыхъ массъ, Сюда относятся яв- 
леня тяготы, молекулярныя, магнитныя и электростатичесяя притяженя 
и отталкивашя. Силы взаимодЪйствя здфсь принимаются равными, прямо 
противоположными и направленными по одной и той же прямой, соединя- 
ющей соотвётственные злементы дЪйствующихь объектовъ. Въ явлемяхъ 
электромагнитныхь и электродинамическихь принимается, что силы вза- 
имодЪйстыя равны по величинф и прямо противоположны по направлению, 
но совпадаютъ не съ направлешемъ прямой, соединяющей взаимодЪйству- 
ЮЩе элементы, а съ соотвЪфтственными направленями н%®которыхъ двухъ 
параллельныхь прямыхъ. 


.6 

Понятно, что физическй законъ дЪйствй и противодьйствй не имЪ- 
етъ ниче общаго съ динамическимт, ибо является окончательнымт, ре- 
зультатомъ цфлой цфли процессовъ движешй и взаимодёйстый скрытыхъ 
массъ. 

Динамический и физическй законъ дЪйслвй и противодфйствй бываетъ 
весьма полезенъ въ тЪхъ случаяхъ, когда требуется опредфлить, какая 
составляющая изъ общей равнолЪйствующей силы дЪйстыя  н®екольсихъ 
т®лъ на опредъленный элементъ другого тфла относится къ каждому изъ 
первыхъ тфлъ въ отдфльности, ибо обратныя дЪйствЯ на эти тфла могут 
быть для каждаго изъ нихъ извЪстны, 


ЛАВА УИ. 
Занонъ ивой силы для системы матеральныхть точен. 


$ 32. Занонь жавой силы снстемы. Положимъ, что па № несвобод- 
выхъ точекъ системы дЪйствуютъ внфшны силы (равнодЪйствующе) РЁ, 
Рь....Р; ‚ происходящ отъ дЪйстыя на эти точки вифшнихь ТфлЪ и 
массъ. За элементъ времени первая точка системы получитъ отъ этихъ тфлъ 
или массъ живую силу 


р, воз (Р,, @ы) 
вторая точка получить: 
Р, 608 (Рь 45) 45 


итд, а вся совокупность малеральныхь точекь системы получить за 
это время живую силу 


УР еб (Г, в} 


торую потеряютъ внёшия тЬла и массы. Обозначая черезь В, № 
... й, равнодфйствующй вофхъ реакши связей на точки системы, соглах- 
но предыдущему найдемъ, что отъ связей совокупность матеральныхь т0- 
чекъ системы получить, за соотвтственный промежуток времени, живую 


силу 
У Л 0 (1, 4) & 


Итакъ, полное приращене живой силы системы матеральныхь точекъ за 
элементъ времени будетъ: 
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ий 
НУ 
2 


х Роб (Р, у |5 Нео (В, &) & {101} 
а за конечный промежутокъ времени: 


(РЕ Г 1 со» (1, @) 4 (102) 
И \ 


Если свази системы идеальныя и не зависять отъ времени, то он не мо- 
гутъ сообщить совокупности матеральныхъ точекъ никакой живой силы 
{или отнять ее), а потому въ соотвЪтственныхь случаяхъ имфемъ: 


р 


а жи 


УР со (Р, 18) & (103) 


м 


х Г. и 1 соз (Р, ®) @& (104) 


Уравненя {101—104} представляютъ въ соотвфтственныхъ случаяхъ замое 
общее выражеше закона живой силы. 

$ 33. Цевсервативная система. Во многихъ случаяхъ существуеть та- 
кая однозначная функцй Г отъ однЪхъ только координатъ точекъ систе- 
мы, частныя производныя когорой, взятыя по соотвфтственнымъ координа- 
тамъ, дають проекши иа оси внфшнихь силъ, нриложенныхъ къ точкамъ 
системы, такъ что 


д в 
И - аи: би: ода дк, (195) 
Тогда имфемъ: 
Хх (ХЕ УИ Роз (Г, 4) &=АГ {106) 


Такая функщя Г называется поменнеииюль или пошенельной фуни- 
чей (силовой функщей, функщей сил); внышыйя силы, для которыхъ им- 
ютъ мЪсто равенства (105), назызаются снлами, изньющини потеналь; 
а система, на точки которой только так внылня силы и дёйствуютъ, и 
которая имфетъ идеальныя, не зависяция отъ времени связи, называется 
консервативной системой, Равенство (193) для такой системы принима- 


еть видъ; 


ЧТ =иЕ {107} 


откуда 
{108 
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тдЪ С есть постоянная интегрированы; равенство (108) пазывается иниег- 
фаломь оюивой силы. 

Для нькотораго положешя системы потенщель имфетъ наибольшее 
значене Г; Какъ показываеть равенство (108). живая сила системы, ког- 


да она придетъ въ это положеше, будетъ наибольшей т, 


о (109) 


Сравнивая равенства (108) и (109), имъемъ 


Введемъ обозначене: 


4110) 


такъ какъ Г„ есть постоянная величина, то Г представляеть функцию 


однЪхт, только координатъ системы. Теперь имфемъ 


= -т (1) 


сльдовательно, функщя © представляетъ наибольшую живую силу, кото- 
рую могла бы получить консервативная система, сверхь живой силы ея въ 
данный моментъ Т, а именно, при переход» изъ даянаго положены въ такое, 
для котораго потенщаль обращается въ мазейнит. На основанми закона ‹о 
храненя энерии эта живая сила равна той живой сил®, которую, при указан- 
номъ переход®, потеряютъ внышня тфла и массы. Итакъ, функщя {/ пред- 
ставляютъ такую нашдольную часть живой силы виЪшнихъ тёлъ и массъ, 
которая только можетъ быть передана ими точкамъ консервативной сис- 
темы. Имфемъ 


ТЕ = Ты = совь (112) 
Это равенство выражаетъ сльдующее замЪчательное положеше: 


Сульма живой силы консервативной снетемы и наибольшей части 
эенвой силы внтявнихь тьлъ и масеъ, ®оторую только июгуть 90.) 
чать оть нить точки онстемы, остается постоянной величиной для 


вебгь моментов движения, равной наибольшей возможной эеивой 
силь системы. 


Такъ какъ величина { зависитъ только отъ координатъ точекъ 
консервативной системы, то и величина живой системы, при данной на- 
чальной живой сил, зависитъ также только отъ положен системы. Такъ 
напримЪръ, если, видоизмЪняя преграды и внышыя связи консервативной 
системы, переводить ее, при данной начальной живой силЪ, различными 
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путями изъ начальнаго положеня въ данное, то въ этомъ послёднемъ по- 
ложеши живая сила системы всегда будетъ одна и та же. 


Силы, имфюнця потенщалъ, вообще дёйствуютъ на разстояни, т. е. 
черезъ посредство скрытыхъ массъ, и консервативная система получает 
живую силу или энермю зтихъ массъ, называемую скрытой или потенц- 
альной, Посему функщя С’ предстаяляетъ ту наибольшую часть потенщаль- 
ной энерми скрытыхъ массъ, какую только могутъ получить отъ нихъ 
точки консервативной системы. 

$ 34. Изолврованныя системы. Система вещества или матеральныхъ 
точекъ, имъющая идеальныя связи, независящы отъ времени, и неприхо- 
дящая въ соприкоснонене и нзаимодЪйстше ни съ какими внфшними т8- 
лами и массами, называется изолированной ецетемой. Если въ число 
связей системы входять неподвижныя преграды и внфшнЫ связи, то она 
тогда называется несвободной изолированной системой. Если же въ числЪ 
связей системы нётъ неподвижныхъ преградъ и вн®шнихъ связей, то она 
называется свободной изолированной системой; н®которыя существенныя 
свойства такой системы вещества были разсмотрёны въ первыхъ главахъ. 

Изолированная система, какъ свободная, такъ и несвободная, не можетъ 
получить живой силы ни извн® (за отсутстыемъ соприкосновеня и взаи- 
модьйстыя съ внфшними тфлами и массами), ни отъ связей (ибо онЪ пред- 
полагаются идеальными и независящими отъ времени); посему для такой 
системы всегда имЪетъ мЪсто слЬдующ законъ сохраненшя ея знерци: 

Живая сии всякой изолированной системы, свободной и несвобод- 
ной, не изливняется. 

Уравнемя движеня всякой изолированной системы получатся изъ ра- 
венствъ (90), полагая въ нихъ проекши всъхъ внъшнихь силъ ЛЬ Уь, 
А, ба равными нулю; слЗдовательно, движене системы будетъ проис- 
хокить только подъ дЪйстмемъ реакщй связей. 


ГЛАВА УШ. 
Свободная система. 


$ 35. Свойетва выражен! связей свободной системы. Положимъ. что 
въ ныкоторый моментл, уничтожена зависимость отъ временя связей свободной 
системы матеральныхь точекъ: предположимъ еще, что при этомъ разсто- 
яня между всфми точками системы не измъняются, т. е. что она окр®пла 


5* 
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н обратилась въ абсолютно неизм®няемую систему или твердое т$ло (что 
зсегда можно достигнуть зведещемъ новыхъ связей). Сообщимъ ‘теперь 
систем вращене около мгновенной оси, проходящей черезъ начало пря- 
моугольныхь координатъ; проекщи угловой скорости на оси при этомъ 
обозначимъ черезъ_р,4,7; далфе, получающей такое вращене систем 
сообщимъ одновременно еще поступательное движеще въ н%Фкоторомъ на- 
правлени со скоростью, проекщи которой на оси обозначимъ черезъ +, 3, 
1. Тогда, согласно даннымь кинематики, проекци на оси линейной ско- 
рости н®которой точки системы съ координатами 2, у, = въ данный мо- 
менть времени будуть: 


Ж'=а-- м — у | 
ув - их — ра {113) 
я = три фа 


Такимъ же способомъ опредфлятся скорости и всвхъ остальныхъ точекъ 
системы; всф эти скорости представятъ одну изъ совокуаностей удержи- 
вающихъ варащонныхь скоростей системы, а потому онф должны удовлет- 
зорять всфмъ условымъ связей вида (71). Подставляя въ одно изъ подоб- 
ныхъ равенствъ значешя проекщй скоростей всфхъ точекъ системы, взя- 
тыя изъ уравненй (113), получаемъ: 


О 
И ОИ, 
(7: Ирка, р |] 


Въ виду совершенной произвольности ведичинъ я, 3, 4, В, Ч, г, посяЪднее ра- 


» 


венство распадается на шесть сибдующихь равенствъ: 


>. 
| 
< 


(114) 


д 
2—0 

9 

92 


2) =0 


м 
$ 
в 
р 
= 
=, 
[ 
ъ 
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Подобныя же системы равенствъ имъютъ м$сто для каждаго услошя каж- 
дой связи, въ чемъ и выражаются особыя аналитическя свойства связей 
свободной системы точекъ. 


$ 36. Шесть уравиев движон!я свободной системы, носодерша- 
щяхь выражен! уеаний связей. Сложимъ почленно всЪф равенства (96), 
относящися къ оси х—овъ, потом. -къ оси у овъ и, наковець, къ оси 
2—овъ; получаемъ: 


‚ т #8 ; 4 се 0 ря 
х _ й О . 

тих и ЖЕНУ 
. 8 : 9 8) 

сия о к 

@: ГА бр № 

а а 


что, на основани системъ первыхъ трехъ равенствъ (114), даетъ: 


Шу 
хт'ЩЕ 
(2 
хти ХУ (11$} 
а 
ХИ 
Ут = й 


Умножимъ почленно третье изъ равенствъ (90) на у, второе — над; вто- 
рое полученное равенство вычтемъ почленно изъ нерваго; тЪ же операщи 
продфлаемъ относительно уравненй всЪхъ остальныхъ точекъ системы; вс 
полученныя равенства почленно сложимъ; тогда получаемъ: 


С (ве 
хи (ну РЗ 


ъх (у в.а _# 8 :) 


г) ху уг) на (Му + 


такы же операщи продфлываемъ относительно двухъ другихъ комбинаций 
паръ уравненй (90); принимая теперь во внимане системы послёднихъ 
трехъ равенствъ (114), находимъ; р 


{116) 


Уравненя (115) и (116) имзютъ огромное значеше въ динамик», такъ 
какъ выражаютъ мномя зам%чательныя свойства движещя свободныхъ ма- 
теральныхь системъ, а въ частныхъ случаяхъ дегко интегрируются. 

Если реакщи вышних связей несвободной системы относить къ 
внЪшнимъ силамъ, то эту систему также можно разсматривать какъ сво- 
бодную, и для нея тогда также будутъ имфть м®сто шесть уравненй дви- 
женя (115) и (116). 


ГЛАВА ПХ. 
Твердое тъло. 


$ 37. Движеве свобеднаго твердага тфпа. Какъ иэвЪстно изъ кине- 
матики, положенше и координаты всёхЪ точекь неизмфняемой системы или 
твердаго тЪла вполнЪ опредфляются шестью элементами, напримёръ, тремя 
координатами какой-либо точки тфла и тремя углами, характеризующими 
поворотъ его. Отсюда слёдуетъ, что шесть уравненй движеня {115} и (116), 
змЪсть съ усломями связей, вполнф достаточны для полнаго описашя дви- 
женй неизмняемой системы или твердаго тфла, ибо, выражая координаты 
всфхъ точекъ системы чрезъ шесть указанныхь элементов (что и пред- 
ставитъ, въ сущности, условя связей), для опредфленя этихъ элементовъ 
будеть имЪть также шесть уравненй (115) и (116); послВ опредфленя 
же этихъ элементовь безъ труда находимъ координаты всёхъ точекъ 
системы. 


Въ вышеуказанномъ положенм можно убфдиться еще другимъ спосо- 
бомъ. Связи неизмфняемой системы можно представить себф слфдующимъ 
образомъ. Три точки системы соединяемъ при помощи трехъ неизиънныхъ 
идеальныхь стержней; это дастъ три условя вида, приведеннаго въ пара- 
граф® 23-емъ; каждую изъ остальныхъ и—З точекъ системы присоединяемъ 
къ первымъ тремъ точкамъ при помощи 3 идеальныхъ неизмфнныхъ стерж- 
ней; число этихъ новыхъ стержней будеть 3(н—3), что дастъ такое же 
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число новыхъ условЙ указаннаго типа. Итакъ, всъхЪ услоый будетъ: 
3+3 ш—3) =3—6 


Присоединяя ихъ къ 6-ти уравненямь (115) и (116), получаемъ Зи урав- 
ненй для опредфленя Зи неизьёстныхь координать точекъ системы 
ть Уь 2, ® . =„ ВЪ функщяхь времени. Сл®довательно; рёшене полу: 
чается полнымъ и вполнф опредъленнымъ. 

Число степеней свободы неизмфняемой системы или твердаго тФла 
будеть 


Зи — (3—6 =6 (117) 


Движене свободной системы, имвющей болЪфе 6-ти степеней свободы, 
ужъ не можетъ быть въ общемъ случаЪ вполнЪ описано и опредфлено при 
помощи уравненй движеня (115) и (116), несодержащихъ выраженй реак- 
щи связей; здЪеь вообще необходимо обратитьси къ уравненямъ движе- 
ня (90%. 

$ 38. ДвЁ енвы, изавмно уничтевающнся въ тверломь тбяф. Вто 
рыя части равенствъ (115) представляютъ суммы проекщй на оси коорди- 
натъ всъхъ силъ, дйствующихь на свободную систему, а вторыя части 
равенствъ (116) представляютъ суммы моментовъ всЪхЪ силъ относитель- 
но тЪхЪ же осей (какъ это слфдуетъ изъ теорм векторовъ). 

ПослЪ сдъланнаго зам$ чан предположимъ, что къ двумъ точкамъ неиз- 
мЪняемой системы или твердаго т5ла приложены двЪ равныя, но прямо про- 
тивоположныя силы, лежащё на прямой, соединяющей указанныя точки. 
Такя силы дадутъ равныя, но прямо противоположныя проекщи на оси, и 
равные по величинЪ, но прямо противоположные по направленю моменты 
относительно этихъ осей. СлФдовательно, приложене вышеуказанныхъ силъ 
введетъ во вторыя части какъ равенствъ (115), такъ и равенствъ (116), 
равные, но противоположны по знаку члены, которые взаимно уничтожа- 
ются, и уравненя (115) и (116) сохранять вполнф свой прежнй  видъ, а 
такъ они вполнЪ опредфляють движене неизмённой системы или твердаго 
тьла, то это днижене, не смотря на приложеше двухъ вышеуказанныхь 
силъ, не измЪнится, Итакъ, такя дв® силы въ твердомъ тЪл% взаимно 
уничтожаются или уравноввшиваются. 

$ 39. Перевосъ свшы въ твердомъ тп. На прямой, совцадающей 
съ направлешемъ нёкоторой силы, приложенной къодной изъ точекъ твер- 
даго тфла, беремъ нфкоторую новую точку ‘и. прикладываемъ къ ней двЪ 
равныя и противоположныя силы, величивы которыхъ равны ранфе’ прило- 
женной силЪ, и которыя направлены по лини дйствя этой силы. Прило- 


о 
жене двухъ новыхъ силъ нивъ чемъ не измфнитъ движемя тела, ‘ибо он 
ззаимно уничтожаются. Но согласно предложенвю предыдущаго параграфа 
‘также должны взаимно уничтожаться и уравновфшиваться и ран%е прило- 
женная сила и новая, ей прямое противоположная; посему ихъ можно от- 
бросить, и тогда найдемъ, что вмЪсто ранфе приложенной силы на тфло 
дЪйствуетъ новая, по величинЪ ей равная, и одинаково съ ней направлен- 
ная, точка приложены которой находится гдЪ-либо на прямой дЪйствя ранфе 
приложенной силы. Въ этомъ и состоить положене о возможности пере- 
носа силы, приложенной къ твердому тфлу, по направлено ея дЪйствЯ. 
Найденное правило позволяетъ складывать силы, приложенныя КЪъ 
разным точкамъ твердаго тфла, если только направленя ихъ пересЪка- 
ются въ одной точкЪ: для этого только переносимъ ихъ точки приложеня 
въ эту точку и складываемъ тогда эти силы обычнымъ порядкомъ; если 
точка пересёченя получится вн т®ла, то представляемъ себё ее неизм®н- 
но соединенной съ тёломъ, причемъ равнод®йствующую опять можно пе- 
ренести въ одну изъ дЪйствительныхь точекъ тёла. 
$ 40. бяежеще пораплельныхь свлз. Разсиотримъ здфсь только 
сложенше параллельныхъ силъ, приложенныхъ къ различнымъ точкамъ твер- 
даго тфла, и направленныхъ въ одну сторону. Сначала разсмотримъ слу- 
чай двухъ силъ Р, и Р» (фиг. 5). Такъ какъ эти силы не пересфкаются, 
то прикладываемь къ точкамъ ихъ прило- 
женя Ли В дзЪ произвольныя равныя, но 
$ а прямо протнвоположныя силы @ и ©, что, 
согласно предыдущему, ни въ чемъ не из- 
мВнитъ движены тфла и дЪйствЯ силъ Р, 
и Р.. Силы Г, и 9 дадутъ равнолЪйствую- 
щую ГР, а силы Р, и 9 равнодфйствую- 
щую Ё,. Переносимъ эти равнодЪйствую- 
щ въ точку пересфчен‚я ихъ направленй 
Л и зАЪь ихъ разлагаемь на прежня по 
величинамъ и направленямъ составляющыя 
Р,, ФирР, 9; тогда силы 9 и @ взаимно 
уничтожаются, а силы Р, и Р„ какъ оди- 
наково направленныя и приложенныя ВЪ 
19 одной и той же точкф Р, далутъ равно- 
дБйСТВвующЩую А—Р Р» направленную 
параллельно силамъ Р, и Р, въ сторону 
ихъ дъйствя. Это и будеть равнодъйствующая данныхь силъ В, и Р.. За 
точку приложены ея примемъ точку С’ пересьченя ея направленя съ пря- 
мой ЛВ, соединяющей точки приложеня данныхъ силъ Опредфлимъ по- 
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ложеще точки С, Изъ подобя треугольниковь АСР и ЕЕР имфеть: 
дс: Ср=9:Р, 
а изъ подобы треугольниковъ ОВР и 191: 
СВ: СР = 9: Р, 
Раздьливъ почленно первое равенство на второе, получаем: 


46: СВ = РВ: Р, (118) 


т. е. точка приложеня равнодЪйствующей дёлитъ линНю, соединяющую 
точки приложены данныхъ силъ, обратно пропорцюнально величинамъ 


поСлЬдДНИхЪ. 
Если дано н®сколько параллельныхь силъ, дйствующихь въ олну 


сторону, то по найденнымъ здфсь правиламъ сначала складываемь дв, по- 
темъ къ ихъ частной равнодйствующей прикладываемъ третью и т. д. © 
конца, Полная общая равнодЪйствующая будетъ параллельна, деннымъ си- 
ламъ и направлена въ сторону ихъ дЪйствя, а величина ея будеть: 


ИУ В (119) 


Точка приложеня ея также найдется черезъ вышеуказанное посл®дова- 
тельное приложене приведеннаго здЪсь правила. 

$ 41. Центръ взраплельныхь евиъ. Принятая въ предыдущемъ па- 
раграфЪ точка приложеня ‘общей равнодЪйствующей называется центром 
параллельныхь силу. Обозначимъ коордитаты точекь приложеня пара- 
плельныхь силъ Р, Р,.... Р, черезъ 2, У, 2, 2, .... 2%. Въслучаь 
двухъ силъ координаты центра, согласно даннымъ аналитической геометрии, 


будутъ: 


а +, „о Рифаи . _ ВатЬа 
рр № Р-Р ы ВЛ 
При трехъ силахъ находимъ: 
Я мы р, м 
(Р-Р): В, - Рив 
- Е: ЕН 
ыы ТР = ВР 


(Р.- Ро + р з 
и аналогичныя выраженя для двухъ другихъ координатъ и т, д. Въ общем 


случа получаемъ: 


ЕР ХР ЕР: 
тр Шер: и Тр (420) 


т _ 

Очевидно, что центръ параллельныхъ силъ обладаетъ слёдующими зам ча- 
тельными свойствами: 1) если всЬ силы увеличить или уменьшить въ одномъ 
и томъ же отношенм, то положенше центра не измЪнится; 2) если вс$ силы, 
остваляя ихъ параллельными между собою, повернуть на одинъ и тотъ же 
уголь, то положеше центра также не измЪнится; 3) если оба вышеуказан- 
ныхъ нзмвненя имЪютъ мвсто одновременно, то и тогда положене центра. 
не изивнится, 


ГЛАВА Х. 


РавновЪс!е. 


$ 42. Уражженя равповфоя. Если система несвободныхь матераль- 
ныхъ точекъ должна находиться въ равновЪЧи и покоф, то для этого 
прежде всего дожны быть исполнены слбдующя услоня: 1) внФшня силы 
зкюбще ве должны явно зависфть отъ времени, ибо, въ противномъ случа%» 
при изывнени съ течещемъ времени этихъ силъ первоначальное равновЪ се 
можеть: нарушиться; 2} связи системы также не должны явно зависЪть отъ 
времени, таКъ какъ, при такой зависимости, он явятся источниками и 
причинами движений точекъ системы. СлФдовательно, вслдотие отсутствя 
зависимости связей покоющейся системы отъ времени, для такой системы 
вс соотв®тственныя совокупности возможныхь вазищй и возможныхъ 
перемщенй будуть вполн® тождественны. 

Уравнаня равновЪОя системы получатся изъ уравнешй движения (90), 
полагая въ нихъ равными нулю вс$ ускорены; тогда имъемъ: 


хьь +... 


А. 2 


9 д, {121} 


94 |. 
2 д, Г. 
9 
ый И 0 
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При исполнени вышеуказанныхъ ‚условй существоване этихъ уравненй не 
только необходимо, но и достаточно для разнов®ая системы. 

$ 43. Начацо воэзможныхь перемфщен\. Условямъ равновЪя мож- 
но дать такое выражеше, которое не будетъ содержать выраженй реакщй 
связей, что дасть возможность избфжать ихъ опредёленя и вычисленя, 
Для полученя этого выраженя умножимъ равенства (121) посл®довательно 
на проекщи на оси зозможныхь перемфщенй системы 82, ду; ва, 82 
82) ; получаемъ: 


(хи уу 2ы) +: (6 и + 


+») + ыз (бы и ы)+ 


Если всф связи системы удерживающе, то всЪ совокупности возможных 
перемф$щенй удовлетворяютъ равенствамъ (93), на основани которыхъ пре- 
дыдущее равенство даетъ: 


У (Хм - УИ 


{122) 


Бели нФкоторыя или вс® связи системы неудерживающя, то совокупности 
возможных перемфщенй удовлетворяютъ соотвЪтственнымъ условямъ вида 
(70); принимая еще во внимаме, что соотвфтствующе такимъ условямъ 
множители связей могуть быть только положительны; 2. > 0, изъ приве- 
деннаго эдЪсь равенства находимъ: 


Хх (ХУ) < 0 (123) 


причемъ для удерживающихъ перемёщенй опять имфетъ м$сто равенство 
{122), ибо для нихъ условы вида (70) замвняются услошями вида (69) или 
(93). 

Итакъ, для равновьбя системы несвободныхь матеральныхь то- 
чекъ необлодилю, чтобы сумма возможныхь работуь выть внышнчить 
силъ на всаъ совокупностяхь возможныхь перемтщешй была не боль- 
ше нуля, а на удерживающихь перемощеняхь или при однихгь только 
удерживающихь связять она должна быть равна нулю. 

Легко показать, что для равнов® я системы эти условя не только 
необходимы, но и вполнё достаточны. Для доказательства на время пред- 
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положимъ, что не смотря на соблюдене ‚условй (123) или (122), система, 
бывшая въ н®который моментъ времени въ покоЪ, тёмЪъ не-менЪфе пришла 
въ движене. Отъ связей система при этомъ не можетъ получить никакой 
живой силы, ибо связи предполагаются идеальными и независящими отъ 
времени. Слфдовательно, живая сила можеть быть получена системой толь- 
ко оть внёшнихъ ТВЛЪ и массъ, дёйствующихъ на систему; величина ея, 
посл элементарнаго перемфщеня системы, по закону совм®стной переда- 
чи живыхъ силъ, будетъ: 


У Роз (Р, &) = (Ха Уи - 244) 


это и представить тогда живую силу системы, ибо начальная живая сила 
ея, по услов, равна вулю. Элементарные пути точекъ представятъ при 
этомъ одну изъ совокупностей возможныхь перемщенй, а потому, на 
основанм условй (123) или (122), для живой силы системы находимъ: 


Х Реоз (Р, &) # <0 или У Роб» (Р, 48) @=-0 


Но живая сила системы не можетъ быть ни отрицательной, ни равной 
нулю, а только положительной величиной. Итакъ, предположене, что, не 
<мотря на соблюдеше услоый {123) или (122), система изъ покоя можетъ 
прйти въ движене, приводить къ несообразнымъ заключенямъ, а потому 
это предположеше не можетъ быть принято, и можно утверждать, что при 
исполнени условй (123) или (122) равновЪие системы вполнф обезпечено, 
Условыя (122) и (123) могут быть выражены и такъ: 
Хх Рек (Р, 85) 8 У Реоз (Р 


8) 830 {124) 


На основани начала возможныхъ перемъщенй и закона совм®стной 
передачи живыхъ силь можно утверждать, что въ случаф, если для н%ко- 
торыхъ совокупностей возможныхь перемфщенй имЪфетъ мЪсто услове 


(125) 


то движене системы, бывщей до того въ поко%, непремфнно произойдеть 
и при томъ въ направленяхъ одной изъ тЪхъ совокупностей возможныхЪ 
перемфщенй, для которыхъ имфетъ м%сто услове (125), но никакъ.не одно 
изъ условй (124). 

$ 44. Равмева ею свободной снстемы. Полагая ускорешя матер 
альныхъ точекъ свободной системы равными нулю, вмЪсто уравненй 
движеня (115} и (116) получаемъ слфлующя уравнены равновЪ@я этой 
системы: 


9; ЗУ= 


$ (2у—Уд=0 


$(Х: -— #) =0 (126) 


(УХУ =0 


Для полученя равновВ Ся свободной системы исполнеше этихъ условй не- 
обходимо, но въ общемъ случа недостаточно, причем» приходится обра- 
щаться еще къ уравненямъ (121), содержащимъ выражен реакщй сяязей, 
или къ началу возможныхъ перемфщенй. Но во всякомъ спуча® и тогда 
уравненя равноя%сы (126) весьма полезны. 


$ 45. Рарневйейе свободняго твердаге тфла. Такъ какъ свободное 
твердое тФло представляетъ одну изъ свободныхъ системъ, то дия полу- 
ченя равновфОя его исполненше равенствъ (126} также необходимо, но 
можно показать, что въ этомъ случаф оно, въ цФляхъ получения равно- 
вЪСя, и вюлн® достаточно. Не будемт, зяЪсь приводить этого доказа- 
‘тельства, а только кратко укажемъ на его сущность. 


Систему внфшнихъ силъ Р,Р,.... Т;», приложенныхъ къ разнымъ 
‘точкамъ твердаго тфла, можно замфнить простВйшей, Для этого въ начал 
координатъ прилагаемъ двЪ силы Р», равныя дЪИствительной сил Р,, при- 
чемъ одной даемъ направлен этой силы, а другой—прямо противополож- 
ное; то же самое продфлываемъ и относительно всбхъ другихъ внёшнихъ 
силъ, что нисколько не измфнитъ движеня или равновёсы твердаго тфла, 
ибо вновь приложенныя силы попарно уничтожаются. Но теперь т% вновь 
приложенныя внфшыя силы, которыя равны и одинаково направлены съ 
дфИствительными. приложены въ одной точкЪ (началЪ координат), а по- 
тому могутъ быть сложены въ одну равнобействующую, проекши которой 
на оси координатъ выражаются первыми частями первыхъ трехъ равенствъ 
(126), Вс остальныя силы образуютъ пары сеть (равныя силы, противо- 
положно направленныя ло двумъ параллельнымъ прямымъ}. Легко вывести 
правила споженя этихъ паръ, которыя сведутся тогда къ бдной равнодюй- 
ствующей парв, моменты которой относительно огей координатъ выра- 
зятся первыми частями послфднихъ трехъ равенствъ. (126) РавновЪае будет 
Тогда обезлечено, когда указанная равнодфйствующая сила будетъь равна 
Нулю и когда силы равнодфйствующей пары также обратятся въ нуль, такъ 
что моменты ея относительно осей координать (и любыхъ осей) булутъ 
равны нулю. Сл®довательно, равновЪ се свободнаго твердаго тВла будетъ 


обезпечено при исполненм шести равенствъ (126). 
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Подобнымъ же образомъ можно разсматривать равновЪ@е ин несво- 
болнаго твердаго тфла, если только реакщи внышнихь связей относить къ 
внёшнимъ силамъ. 


ТЛАВА Х1. 
Тяжесть. 


$ 46. Увшереще тяжести. Свойство тфлъ стремиться къ земной по- 
верхности и внизъ по вертикали (отвЪсу) даннаго мЪста называется тя- 
экестыю. Результатомъ этого стремленй является особое ускорене т®лъ, 
называемое усхорещемь тяжести. Разнобразные опыты показываютъ, 
что мъ мебольшихъ пространствахъ около земной поверхности ускореня 
тяжести можно считать постоянными по величин®, а такъ какъ вертикали 
‘такого пространства, по которымъ направлены ‘ускореня тяжести, весьма 
мало разнятся между собою по направлен, то ускорешя тяжести здЪсь 
можно считать также параллельными и постоянными и по направлению. 
Особенно замВчательно то обстоятельство, что ускорене тяжести совер- 
шенно не завнсить отъ рода вещества т®лъ, если только въ подлежа- 
щихъ случаяхъ въ достаточной мЪрЪ устранены сопротивленмя  движенйо 
(сопротивлеше воздуха). 


„Причиной тяжести является притягательное дЪйстве на тфла земли. 
Дйстве это происходлть какъ бы на разстоящи, т. е. черезъ посредство 
скрытыхъ массъ, а потому, какъ показываютъ опыты и наблюденя, не за- 
виситъ отъ состояня тёлъ т. е. ихъ скорости и дЪйстя на нихъ силъ, 
происходящихь отъ вляня другихъ тфлЪ. Такъ какъ радусы земли не 
2% одинаковы, то притягательное дЪйстве ея не вездЪ одинаково ва ея 
зоверхности. На ускореше тяжести довольно замфтное вляне оказываеть 
еще вращене земли около. оси, ибо оно уменышаеть результаты притяга- 
тельнато действ ея. Уменьшене это равно нулю на полюсахъ и достига- 
етъ наибольшей величины на экватор®. Въ результат® всьхъ этихъ при- 
чинъ ускорене тяжести на уровн® океана на экватор® равво 978,12 сан- 
тиметра въ секунду, а на полюс (на уровнЪ океана) оно должно быть 
983,20 сантиметра въ секунду. Для среднихъ широтъ, въ среднемъ, ускоре- 
не тяжести на уровн® океана принимается равнымъ 981 сантиметру Или 
9,81 метра въ секунду. Ускореще тяжести уменьшается съ поднямемъ надЪ 
уровнемъ океана. ДальнЪйшИя подробности относительно ускореня тяжести 
относятся къ области физики, 


$ 47. Вфеъ. Сила, соотвётствующая ускоренйо тяжести, называется 
силой тяжести или васомъ. Обозначая массу нЪфкоторой матерельной 
точки черезъ т, ускорене тяжести черезъ 9, для вЪса этой точки находимъ: 


@=му (127) 


а направлена эта сила внизъ по вертикали, проходящей черезъ матераль- 
ную точку. Если масса элемента нФкотораго т%да есть 4т, то вЪсъ его 
будетъ: 


аа = 94» (128) 


и направлеше этого вЪса опять совпадаетъ съ вертикалью элемента. Въ 
твердомъ тфл$ всЪ элементарные вЪса могутъ быть сложены съ достаточ- 
ной точностью какъ параллельныя силы въ обыйй равнодЪйствующй вЪсъ, 
величина котораго будетъ’: 


в= [ав = Довы 


Условнымъ образомъ такое сложеше дВлаютъ и не для твердыхъ тФлЪ, въ 
тьхъ, напримьръ, случаяхъ, когда эти тфла находятся въ состояфи покоя 
и равновЪая и ихъ можно разсматривать какъ бы отвердЪвшими. 

$ 48. Цевтръ тяшести. Точка приложены равнодЪйствующаго вЪса, 
представляющая центръ параллельныхъ силъ вс№хъ элементарныхъ вЪсовъ 
тъла, называется центромъ тяжести это тфла. Согласно равенствамъ 
(120), для координатъ этой точки имфемъ: 


_ [9 цт _ /= @т 


Иа 4т = №9 (129) 


ат м 

= ИЕ = _ Де _ (130) 
/ 9 ат м 
Е 

Ра = 


Сравнивая эти выражен ©ъ (30), видимъ, что центръ тяжести тФла всегда 
совпадаеть съ центромъ его инерши или центромъ массъ. 

Направлеше раянодфйствующаго вфса принимаемъ совпадающимь съ 
вертикалью, проходящей черезъ центръ тяжести тфла, 
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ТЛАВА ХП. 


Измърен1е массъ. 


$ 49. ВЪвы. Дия измфрены массь употребляются преимущественно 
приборы, называемые вбеами. ЗдЪсь разсмотримъ простёйвий и точн®й- 
ШИ изъ нихъ-— рычаженые равноплечные въсы, ибо принципы дЪйствья и 
употреблешя остальныхъ, въ сущ- 
ности, т6 же самые. Устройство 
этихъ вфсовъ слвдующее. На нело- 
движной горизонтальной подставкЪ 
<вободновращается коромысло 10 В 
(фиг. 6} около горизовтальнаго ниж- 
няго ребра (0 средней призмы, такъ 
что это ребро представляетъ непод- 
вижную ось вращенйя. Верхнй ребра 
Ли боковыхъ призмъ параллель- 
ны ребру О, горизонтальны, и вс 
три ребра Л, В, О лежатъ въ одной 
плоскости. Разстояя между реб- 
рами 0.1 и О В должны быть меж- 
Фиг. 6. Ду с0бою равны; обозначимъ ихъ 
черезъ $, Центръ тяжести коромысла (’ лежитъь немного ниже ребра 
О средней призмы, что придаеть коромыслу необходимую устойчивость. 
При помощи особыхъ обоймъ 
ДиВ (фиг. 7) на ребра 1 и В 
свободно подвъшиваются чаш- 
ки Ри Ё, на которыя кла- 
дутся сравниваемыя массы эп, 
и 1,. Массы чашекъ съ обой- 
мами и подвфсками обозна- 
чимъ черезъ в и м». Разсмо- 
тримъ отд$льно равновЪ се од- 
ной изъ чашекъ 7 съ ея под- 
въскави, обоймой и массой 7. 
Въ центр® тяжести всей этой 
системы дЪйствуетъ вЪсъ ея 


в. = (Е) 9 
по вертикали внизъ. Если же- 
лательно разсматривать эту 


в 


систему как свободную, то къ точкамъ 4 обоймы, въ которыхъ ребро 
А коромысла касается ея, необходимо приложить силы дБЙстЬя точекъ реб- 
ра .1 на соотв®тственныя точки А обоймы. Изъ условй равновВсы всей сис- 
темы слфдуетъ, что всё эти силы дЪйствЯ на точки .1 обоймы должны свестись. 
къ одной равнодЪйствующей Н,, равной и прямо противоположной вфсу всей 
системы (@, и дЪйствующей по одной вертикали съ нимъ (кверху). На ос- 
нованши закона дЪйств и противодфйстыЙ можно утверждать, что силы 
дЪйствЫ точекъ А обоймы на точки ребра А коромысла будуть равны, 
но прямо противоположны дЪйствымъ точекъ ребра А на точки 4 обоймы. 
Посему первыя дЪйствы сведутся къ равнодЪйствующей, равной, но прамо 
противоположной силф А,. СлФдовательно, эта равнод®йствующая (фиг. 6) 
равна вфсу всей системы перяой чашки С; и дЬйствуетъ по одной изъ верти- 
калей ребра А внизъ. Таке же выводы можно получить и относительно 
второй чашки Е. Разсмотримъ также равновЪ\е вЪсовъ, когда плоскость 
Л ОВ коромысла приходить въ горизонтальное положеше (что узнается 
при помощи особой стр®лки, прикрЪпленной къ коромыслу). Разсмотримъ 
при этомъ равнов$е самого коромысла, На него дЪйствуютъ на ребрахъ 
Ли Впо вертикалямъ внизъ силы С, в @, -= (т; - в) 9, а въ точк® С, 
лежащей при указанномъ равновЪЧи на одной вертикали съ 0, дЪйству- 
етъ вЪсъ коромысла (2. Желая разсматривать коромысло какъ свободное 
твердое тёло, необходимо приложить къ ребру О силы дЪйстыя на него 
подставки. Но намъ даже не нужно знать ихъ величины (он сведутся 
къ равнодЪйствующей, направленной вертикально вверхь и равной 
й=0,-|- 6: @), ибо возмемъ моментъ веБхъ силъ относительно ребра 0, а 
силы д®Йствы подставки дадутъ относительно этой оси моменты, равные 
нулю; точно ‘также вЪсъ коромысла {$ дастъь при вышеуказанномъ поло- 
жены равновЪОя относительно оси (нулевой моментъ. Итакъ, уравнене 
моментояъ относительно ребра О будеть: 


6:1— 6,1 
откуда 
6: = 6, 030. 
или 
з-д а ву 
наконец: 


тра =-ы 


Прежде всего вёсы должны быть въ равновЪаи безъ грузовъ, т. е. при 
т, = би, = 0, дия чего должно быть: 


№ = (132) 


т. е. 06% чашки должны быть одинаковой массы (или вЪса), Сл®дователь- 
но, указанное равновз се вФсовъ даетъ: 


эт, = (133) 


т, е. вЪсы обнаруживаютъ равенство массъ двухъ тфлъ. 

Для изм®реня массъ тёлъ приготовляютъ н$фсколько гирь одинако- 
вой массы, потомъ приготовляютъ большую гирю, масса которой равна 
массЪ н®сколькихъ менышихъ и т. д. и такимъ образомъ получается сис- 
тема разновиеокь, необходимая для взвЪшиванй. 

Болышя подробности относительно вЪсовъ, ихъ чувствительности, ме- 
тодовъ взвфшиваня и пр. относятся къ области физики. 

$ 50. Ижетности тёжъ. Если масса нфкотораго т®ла, вещество кото- 
раго сплошное однородное, есть М, а объемъ его 09, то плотность ве- 


щества этого т®ла будетъ: 


р= М. (134) 


такую плотность можно назвать истинной плотностью. Но если сплош- 
ное однородное строене тЪла только кажущееся, а на самомъ дёлф веще- 
ство его несплошное, то предыдущее выражене дасть только видимую 
плотность его вещества. Если сплошное однородное вещество этого т8- 
ла занимаеть только объемъ 0, причемъ 4 < 0, то истинная плотность 
этого вещества, будетъ 


= М _%, 4135) 


СлЪдовательно, для опредфленя истинной плотности въ этомъ случаф не- 
обходимо знать отношене @:4 или 9:0; послёднее отношеще можно 
назвать степенью полноты тьла. 

Опредёливъ видимыя плотности для извЪстныхь веществъ, легко мо- 


жемъ находить массы тфлъ, состоящихъ изъ этихъ веществъ, по ихъ объ- 
емамъ. 


— 


